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@8 mar anfanftg bto8 meine Stbftd;!: eine ft)jlematifci^ 
georbnete ®aninitung öon 9t n [gaben Aber bie öerfc^ie* 
benen 3tt)eige ber gefammten ÜÄec^qnif ^erauSjugeben , weit 
eine fold^e in ber beutfd^en Siteratur, fotoiet \^ m\%, nod^ 
vXi^i ejijlirt, ungead^tet ber ^oben SSic^tigf eit , wetd^e bie 
fetbjidnbige Sßfnng ^)ajfenber Slufgaben für ben Semenben 
\f(x\. — ®cI;on 9ien)ton ^at gefagt: exempla pks pro- 
sunt quam praecepta,*^ nnb ebenfo SSaco: ,,Exaniples 
give a quicker Impression than argaments/^ 3n ber %kj^i 
m\% jcber erfahrene Sebrer : bag burc^ bie 2tufl5fung injhuc^ 
titoer Probleme bem 2tnfdnger bie allgemeinen ©runbte^ren 
ber SSiffenfd^aft erjl rec^t flar nnb geldnftg gemad^t wer^ 
ben. — 2)a id; aber bei biefer bto^en ®ammtnng toon %yx\^ 
gaben oft anf anbere 8e^rbnd^er ber ÜÄec^anif \)h!At toer^ 
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»eifeu irtüffen, fo \)abt iä) eg für j^Derfmapic^er gc^atten: 
au^ bie aUgemeinen ®ruubtel)ren inmßglic^jier Äürje 
mit aufjunc!)meu. — 3titf biefe 2öeife befommt baS SBerf 
me^r ©elbjidnbigfeit — iiub fann jugteid^ al8 ßc^r^ unb 
Uebunggbud^ bienen* — Da8 gauje 9Berf mrb aii8 brei 
3;feei(eu bejiel)cn, iDOüort bcr erjic bie ®tatif, ber jn)cite 
bie 3)?ecl;anif unb ber brüte bie 9Wafc^in entehre bet)am 
belt, inbem jeber 2;^eil in jtx^ei Slbt^eilungcn jerfdllt, n)0* 
öon bie erjie immer bie allgemeinen @runblet;ren' 
unb bie jn>eite eine Sammlung t)on Stufgaben entplt, 
n)elcl;e ftd; auf jene ©runble^ren \>^id^n, unb jur ßrldute^ 
rung berfelben bienen follen. — 

2öa§ ben ©ebrauc^ be8 9Berfeg anlangt, fo , braucht 
n)ol;l faum bemerft ^u tt>erben : bag man ni(l;t erji bie ©iiinb^ 
lehren ganj unb bann bie Stufgaben, fonbent beibe in 
^) äffen ber 95erbinbung burc^neljmen mu^* — 

SSei ber ©nttDitfelung ber erjiern ^abe id> mogli^ji naci^ 
(Einfachheit, Älarl)eit unb ^Darlegung ber allein objeftiö 
waljren ©rünbe gejlrebt. — ®o ijl j. S5* ba8 ^rinci^) be8 
Parallelogramme^ ber Ärdfte au8 feinem allein n)al)* 
ren ©runbe, ndmlid) ber erfa^rungämdgigen gegen^ 
V^- fettigen Unabl)dngigfeit mel)rerer auf benfelben mate^ 
Hellen ?Junft tuirfenber Ärdfte abgeleitet* — Stile fogenann^ 
ien rein analptifc^en ober geometrifd^en 23e\t>eife beg ^aralle^ 
logrammeS ber Ärdfte — fclbjl bie t)on SSernoulli, ^oif^ 
fon, u. f. n\ — finb ganj illuforifd^. — S)inn njennman 
n gleite Ärdfte p nad; berfelben Olid^tung unb in bem*« 
felben Sinne auf einen' materiellen ^irnft toirlen Id^t; fo 



tjlrnüi^t a priori flar, ba^ eine ein^iftc Äraft P, melc^( beit 
tt Äraften p ba« Qiit\^%tm6}t mt, auc^ ba^ nfac^e Ux 
Ätaft p ijl, über aügemetn: bag bic JHefuttante jtDcier o^er 
mehrerer nac^ berfelben Otid^hiug unb in bcmfetben 
Sinne auf benfclben materiellen $unft n^irfenber Ärafte P, 
0, Ä, ... i^rer ®umme P + Q + R + ... gleich ijl» 

— 3n biefein ©d^^Injfe ijl man mir bered^tigt, n^enn man 
fd^on tt)ei§: ba§ bie Ärdfte unab^ngig »on einanber 
bleiben, unb jebe gerabe fo mxtt, atö wenn jte allein n)dre 
(§. 8.), n)a8 nur bie ßrfa^rung leljren, aber nid^t a 
priori beriefen werben fann, fo wenig al8 baS Slewton^ 
fd^e ©ratoitationggefe^ , baS ÜWariotte^fd)e ®efe^, \u f- w. 

— 3öenn man aber bie gegenfeitige Unabhängige 
feit mel)rerer auf benfelbcn materiellen ^mxtt wirlenben Ärdfte 
fennt, fo ergibt fid; ba8 $rinci)) beg ^arallelogrammeä ber 
Ärdfte »on felbjl (§♦ 11.) unb e8 bebarf feiner weitldupgen 
analt)tifc&en ober geometrif^en 33eweife, — 

3)a ol)ne Stnwenbung ber 1)5^ ern 9lnalt;fi8 in ben 
mec^anifd;en SBiffenfc^aften nid)t8 ©rünblic^eS unb ©ebiege*» 
neä geleijiet werben lann, fowirb man e8 natürli^ unb ge^ 
red^tferttgt finben : ba§ id^ mid) biefcä frdftigen «§>ülf8mittel8 
überall ol)ne Sebenfen bebient Ijabe, wo fid^ @elegenl)eit bagu 
barbot — um fo mel)r, ba jicf) jeber angel^enbe 9Watl)ematifer 
unb J^ed^nifer bie jum ©tubium ber 9Wed;anif nöt^igen Sel^^ 
ren ber l)öl)em 9tnalt;ji8 aui meinem ,,@runble^ren 
ber ^ßl)ern Slnalpfi«, u. f^ w/' (a5raunfd;weig 1849) 
in furjer 3cit unb mit ber größten 8eid;ttgfcit ju eigen ma^ 
d;en fann, wd^renb bie gew5^nlid^en ©unogate in unertrdg* 



VI 

tic^e Settfduflgfeiten ffl^ten wni> bei Stalte befc^en boc^ weitet 
ni^ti, aU eine g&njlic^ entfieüte I>iffere«jial' unb Stttegral' 
re^nuttft jtnt). — 

^cibelbcrg 1850. 

Dr. ^^nuU* 
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® t n I e t t u n g ♦ 

§♦ 1. aWaterie, — S)er Staum an ftc^ — ber leere 9laum 

— ijl nac^ allen 9?t(i^tunäen burd^brtnglic^, fo bag man ftd; in 
einem beftimmten enbli^en 9?attme jngleid^ einen anbern ben!en 
fann, meldtet ben erjlen gleid^fam bnrc^bringt SBenn aber bie 
beiben tRanme einanber niä)t burcjjbringen fonnen, wie fo{(^eÖ ber 
©rfa^rnng gema§ ber %aU fein fann; fo fagt man: fte feien mit 
SWaterie erfuHt, fo ia^ alfo bie 5Katerie ba« Unbnrd^bringlid&e 
im Sftanme ober ba^jenige ijl, im^ ben 9lanm nnbnrd^bring^ 
üi) ma(f;t 

§.2, Ä6r^)er. — ßin mit SKaterie erfflOter, aüfeitig be 
grenjtet enblic^er JHaum ^eigt einÄörper, biefer 9?anm an ^ä) ba« 
Solnmen t>c^ Äör^)erö, unb bie barin enthaltene SRenge SWaterie 
bie SKaffe be^ Äör^)er3. 

§,3, SDic^tigfeit» — SDa aber bie Srfa^rnng U))xt: baß 
ba$ 3?oInmen jebe^ Äor^)er3 ijerfleinert iverben fann, o^ne feine 
SMaffe jn t>erminbern, fo folgt: iaj^ bie SKaterie ien 9laum nic^t 
fletig erfnilt, fonbern bag bie fleinften Zi)eUi^tn ber SWateric 

— Sftome — materiellen ^ßnnfte — n)elci;e ien tjon i^nen 
[f e^tttjenömmenen Sfanm ate fietig erfuHenb geba(l;t »erben, größere 

ober fleinere B^^fc^enranme jtt)if(i^en fxä) lajfen, fo bag alfo Äor- 
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)pn tJDu fet;r i>erfd;i ebenem SSoIumen gleiche ÜKeugen SKaterie, 
ober Äorper i>ou gleid^em S3oIutiieu »erfd^tebeue SWengen ÜRaterie 
enthalten fmmen, woxm^ ber 33egriff ber I)id^tigfeit ber Ä6r^)er 
enti>ringt 3^ ual;er bie SUome eiuanber fiub, bejlo größer ijl 
bie 2)icl?tigfeit beö Äor^erö» — SBernt bie gegenfeiKge Sntfermtng 
ber 2(tome eines Äörpcrö n Der all bie fei be tji, fo ijl and; feine 
3)i(^tigfeit an allen ©teilen feineö 33oInmen§ btefelbe, nnb ber 
Äorper ober feine SJfajfe I;ei§t homogen» — S)ie SDid^tigfeit eines 
i^omogenen Äor^)erS fann folglicf) bnrd) i([^ 33erl;&Itm6 feiner SWaffe 
gn feinem S3oIumen, ober bnrd; bie in ber 33 o htm e nein ^ et t enthal- 
tene SWenge SWaterie gemeffen ober anögebrüÄt werben. — 

3<i bagegen ber gegenfeitige Sltftanb ber 9ltome eines ÄörperS 
an ben \>erfd^iebenen ©teilen feines SSotnmenS oerf (Rieben, fo 
I)ei§t ber Äörper ober feine SDiajfe l;eterogen, bejfen ÜDii^tigfeit 
alfo ebenfalls an ben t^erfd;iebenen ©teilen feines S3oInmenS üer^ 
fc^ieben ifi. — 

§. 4, aSemegnng. — ÜDie 6rfal;rnng le^rt: ba§ bie SWate= 
rie bemeglid^ ift; b, l)., ia^ jeber Äörper fnccefjioe oerfc^iebene 
Derter ober ßagen im SfJanme annef;men ober jt^ bewegen 
fann. — SBir erfennen biefen 3Hft«nb ber Sewegung^ eines Äör- 
VerS. baran: txi^ ft^ feine ßntfernnng t>on anbern als feft ober 
nnbeweglid) betrachteten Ä'i5rpern ober ^nnften anbert. — 2Baren 
biefc legten Äör^er ober ^^Junfte mxttiä) ab folnt fefi, fo wäre bie 
33ewegung beS betrachteten Äör^jerS eine abfolute; befinben jt4> 
aber bie als feji betrachteten Äörper ober Sßnnfte felbjl in 23ewe= 
gnng, fo ifl bie 23ewegnng jenes ÄorperS nnr eine relatit^e. — 
©oweit aber nufere 6rfa^rnng reicht, gibt eS feinen ab folnt 
fcften ober rn^enben Äorper ober ^nnft; folglidb jtnb alle 
Sewegnngen, wel^e wir beobachten nnb nnterfnd;en fönnen, nnv 
relatit)e* — SBenn ein ©l)fiem t>on mefirern Äor^)ern eine ge* 
meinfd;aftlid;e 35ewegnng ^aben, nnb eS anbert fidb bl<ys bie 
gage eines biefer Äor^jer gegen bie übrigen, wa^renb biefe bie- 
felbe gegenfeitige Sage bel)alten; fo fd^liegen wir: baß ftc^ 
ber eine Äör^er in einer relatit^en Sewegnng befinbet, wal;reiib 
jic^ bie übrigen Rivjpti in einer relativen SWu^e befinben. -^ 
©old^e relative JRu^e nnb 33ewegnng beobachten wir namentlicb 
anf ber DberflaC^e ber (Srbe, welche jic^ befanntlidj» im JRaume fortf 
bewegt» — . . : 
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§♦ 5» ©egenfeitige Una^angigfeit gleid^jciticjet 
Semegungciu — SDic 6rfaf;rung U^xt ferner: boB bie tclatit)c 
33ett)eguttg eineö ^ox'pn^, n?elcl;er jii einem ®t)fteme t)on Äörpern 
gefrört, bie eine gemeinfcf^aftlid^e Se^regung Ijaben, gmij ebenft) 
erfolgt, atö ivenn fic^ baö ganje ©Aftern in 9t n ^ e befdnbe — b, !)♦ 
bie relatit»e Seiregung beö fraglict)en Äorpcr^ ifl i^on ber ©ewegnng 
be^ ganjen ©t^fiemeö t^oUig nnaM;angig, — 

Sßenu alfo bemfelben Äorper jivei ©emegungen jngleid) er* 
t^eitt werben, fo finb teibe ganj nnabl)ängig i>on einanber, 

§• 6, SrSg^cit — 35ie (Srfa^rnng M)xt an*: iai^ bie 
23etüegnng eines ÄJrperö niemafö bnrd) feine eigene 2){ateric 
bewirft ober ^eranbert wirb, fonbern, bafe beibeS ftetö l^on anöern 
(fremben) Utfacf)en ^errn(;rt — SDiefe Unfa^igfeit ber aKaterie: 
öon felbft ans bem 3«f*«nbe ber dinift in ben ber Semegnng über= 
jngel;en, ober le^tere jn t>erSnbern, wirb bie Iragljeit ober ia^ 
Se^artnngSijermögen ber SKaterie genannt, weil ber ^ör^>er 
ein Sejlreben ^at, in bem 3»fl^nbe jn bleiben, worin er fx^ ci\u 
mal beflnbet, — 

§♦ 7. Ä^raft» — S^beUrfad^e, weUte öewegnng erjcugt, 
ober jn crjengen ftrebt, ^ei&tÄraft, wobei aber btoS bicSffiir* 
fung biefer Äraft nnb nic^t il;r SBefen in ©etrad^t fommt, fo 
ba§ Ärdfte i)on noc^ fo oerfcjjiebener 9Utnr als gleid) betra^:^ 
tet werben, wenn jte bemfelben Äörper biefelbe SJewegnng er- 
t^eilen, ober jn ert^eilen jlreben, ober überall biefelbe SBirfnng 
l^eroorbringen» — 

JBei jeber Äraft fommt jnmid^fi b r e i e r l e i in Setrad^t , nämli^. 
1) ber materielle 5ßnnft, anf welchen fie nnmittelbar wirft, b, t). 
itjr Singriff Sipnnft; 2) bie 9tid;tnng, nac^ weld;er fle wirft, b, b» 
mä) welcher jtc ien Slngriffspnnft bewegt, ober ju bewegen jirebt, 
nnb 3) i^re Sittenfitat ober Starfe» 

Gine Äraft wirft entweber mir wä^renb eines nnmegbar fnr- 
jen 3^*hranmeS (Slngenbiicf eS) , ober fortwaf)renb nnb fietig 
anf einen Äor))er ober materiellen ^pnnft. — 3m erfien galle f)ti$t 
fie eine angenblidflic^e (momentane), nnb im jweiten eine 
fietige (continnirlid;e) Äraft. 

dine momentane firaft (5, 23» ein ®to§) ert^eitt bem Äor!per 
ober materiellen ißnnfte eine gleicjjformige ger abiin ige Sewes 
gung, b. ^. er bewegt ficb jlets nad; ber fÄid[)tung ber geraben 8inie, 
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»eld;c bic {Richtung bet Äraft batjleflt, iinb jn^at fo, ba§ er tu belie- 
big flcincn glctd^cn Otiten jlctö glctd^e Sangen burd^Iduft, fo 
hai folgßcf^ aud^ bic in gleichen cnblid^en 3^^^^*^/ h ®* ^^ ^^^ 
3eitein^cit (©chmbc) burd^Iaufenen Sangen immer einanber 
gleich finb» — SDaö ißer^altni& ber burc^Iaüfenen Sänge gn ber 
baju gebranc^^ten ^dt, ober bie in ber 3^i^<^tn]^eit burd^Ianfenc 
Sänge ifl folglich conflant nnb »irb bie ®ef(^toinbigfeit ber 
Semegnng genannt» 2)enn ber Äörper ober materielle 5Pnnft fann 
»ermöge feiner Sragbeit roeber bie 9lid?tung, nod^ bie ©efc^min^ 
bigfeit ber i()m i^on ber momentanen Äraft crt^eiften Setoegung 
Don felbjt anbenu — 

SBenn alfo » bie bnrdi^Iaufene Sänge, t bie iain gebrannte 3^* 
nnb c bie conflante ©efd^minbigfeit bejeid^net; fo ^at man für 
jebe gleid|)förmige 33ett)egung bie [Relation: 

— == c ober 8 = et, 
t 

§. 8. SBenn mel^rere momentane Ärafte glet^jeitig 
auf benfelben materiellen ^unft ttjirfen, fo folgt auö §♦ 5», ba§ jle 
unabf) angig t^on einanber bleiben, b. \). feine bie anbere in i^rer 
SBirfnng jiört, jebealfo i^re oolle SBirfung t^^ut, gerabefo, atöwenn 
jte allein auf ben materiellen ^unft »irfte» — SBenn alfo gleid^jei* 
tig n gleiche momentane Ärafte mi) berfelben Stiftung nnb in 
bemfelben Sinne auf benfelben materiellen ^ßunft mirfen, fo 
ert^eilen fte jnfammengenommen bem materiellen fünfte eine 
glei^förmige gerablinige Bewegung, beren ©ef^mtnbigfeit 
= m? ifl, u>enn c bie einer biefer ^rdfte entfpred^enbe ©efc^min- 
bigfeit bejeic^^net» — SDie ©ef^toinbigfeiten, unb folglich 
anc^ bie in gleici^en 3^^^^^ bur^Iaufenen Sangen, »er* 
galten fi^ alfo toie bieÄrdfte, unb fonnen mithin aföüRa§ 
ber Ärafte bienen» — 

'^ieraua erhellet aud^, »aö man unter einem beliebigen S3iel = 
f a db e n einer Äraft ju »erflehen ^ixt, unb n>ie Ärafte unter p(^ i> e r * 
glichen ober burdj) 3<t^len auögebrücft »erben fönnen, foboJb man 
eine beftimmte Äraft ate 6inl)eit annimmt» — 

§» 9» SBenn eine jletige itraft »on uni^eranberlic^er 
©tarfe auf einen materiellen ?Pnntt wirft, fo fann man fid^ biefe 
jietig^ SBirfung ate eine [Rei^e tjon momentanen einwirfuugcn (®tö* 



gen) »orjlcKcn, mld)t mü) imcublid^ ftetncn BciönterDatten 
fucccffiöe erfolgen, SDie ®efd;unnl)igfett be6 materieKeu ^Punfte^ 
nimmt folglich in 3e»t :pro:portionaI ju, n^eil Me twxä) eine m o * 
mentane Äraft erjeugte ©efc^nnnbigfcit bicfelbe Heibt, bct ma- 
terieKe ^unft mag jtci^ in 9in^e, ober bereite in Bewegung befln* 
ben (§. 50, — Sejeid^net alfo g bie in ber 3^iteinl;eit unb c bie 
in ber 3^it t bur(^ bie fletige Äraft erjeugte ®cfd^tt)inbigfeit , fo 
^at man: 

C ==: gt. 

Um ferner bie in ber 3^it ^ bur^Ianfene Sänge » jn erhalten, 
brandet mau nur ju bemerfen : ba§ fie biefelbe i% afö »enn ber ma- 
terielle ^ßunft n)al;renb ber gaujen 3^^*^ ^i^ conjlante ©efc^ttjin^ 
bigfeit : 

gehabt hatte, n^eil man für bie »afirenb ber ^tit t i^on o bia c 
gleichförmig june^menbe ©efc^trinbigfeit offenbar bie mittlere 
con flaute ®efcl;n)inbigfeit .J c = ^ gt nehmen faun, — 6^ ifl 
folglich : 

8 = i C. t = ig^ t^. 

SBare bie fletige Äraft, b» 1^. jeber ber fucceffioen 3wp«tfc ober 
Stoße 71 mal flarfer, fo xoaxc offenbar: 

c = ngt unb 8 = l (ng) t^^ 

b* \). dviä) unt^eranberltci^e fletige Ärafte \>tx^alten \xä) 
mie biebemfelben materiellen 5punfte in gleid^en ^eittn 
ert^eilten ©efc^toinbigfeiten, ober it>ie bie in gleichen 
3eiten 'oon biefem ^ßunfte bur(l;laufenen Sangen; unb 
folglich fonnen biefe ©efÄminbigfeiten unb Sangen ate aKa§ fol(t;er 
Ärafte bienen* 

§♦ 10. 2luö §§♦ 8. unb 9. erhellet: bag momentane unb m* 
\)ervinberli^e fletige Ärafte i^ollflanbig burci^ gerabe Sinien 
bargefleHt »erben fonnen, bereu 2lnfang§))unfte bie 2lngrip))unfte, 
bereu 9iidi)tungen bie 9tic^tungen unb bereu Sangen bie 3ntenfitaten 
biefer Ärdfte barflellen. — SBir »erben i^on biefer SDarfleHungöioeifc 
ber Äraftc in ber golge fiauflg ®ebrau(^ ma^en» 




^arcßelogramm bcv Gräfte — 3ufammeufc|ung imb 
Beilegung ber Äräftc — 23ebiUi3imgeu be§ ®(ei(^^ 

cjeiDic^te^. 

§, 11» 2Bcmt auf bcnfelben materiellen ^mxtt A gletd;:= 

jeiticj jttjei Ärafte P, § imfeti, 
iveld;e ber ©tarfe uub, SJidjtuug nad^ 
burrf; bie beiben geraben giuien AB^ 
^Cbargefledt tverben {§. 10.); fo ftnb 
bie biefem ^luifte ertl)ei(ten ^txot- 
giingeu im ab (gängig i^on eüiauber (§♦ 5), folglicf; auc^ btc 
beiben Gräfte; b. I;» jebe tl)ut if;re i>oIIe SBirfnug, gerabe 
fo, afö wenn jte allein anf \}t\x materiellen ijJunft A mirfte 
(§. 8.)» SOian fanu fn$ atfo i^orftellen: baß jtrf; ber materielle 5pnnft 
A \>ermoge ber SBirfnng ber Äraft Q gleichförmig in ber 9ii(^^ 
tnng AQ fortbeu^egt nnb baß bie gerabe Sinie AQ jn glei = 
(i;er Seit langö AP fortrnctt, inbem fie fteta jn fic^ felbjl 
iparallel bleibt nnb bie ®efd;unnbigfeiten beiber Seit)egnngen jtd; 
mie AD: AB Der^alten, — Offenbar bnrd;Iauft atebann ber ma- 
terielle ^Pnnft A bie !Dia gonale AC beö qm^ ben bie Ärafte Q, 
P barjleHenben geraben Sinien AD^ AB conjirnirten 5paralIeIo= 
grammes^ ABC D in berfelben 3^^^^ i^i welcher er jid; i^ermßge ber 
alleinigen SBirfnng ber Ärafte § nnb P refp» bnrd^ bie Seiten AD^ 
AB beffelben Parallelogramme^ beioegen n>nrbe» — ÜDie ^Diagonale 
AC fiellt alfo bie Äraft R ber 9?id;tung nnb ©tarfe nad; bar, 
iveld;e allein biefelbe Sßirfnng l;eroorbringt, loie bie beiben Ärafte 
Q, P jnfamm engen omni en. 'hierin befiel;t baö 5Princ{p ober ber 
2et)rfa^ beö ^Parallelogramme^ ber Ärdfte. — S)ieÄraft'Ä 
l;ei§t bie SRefnltante ober SWittelfraft au^ ben beiben Äraften 
P, Q, wal;renb biefe bie Komponenten ober ©eitenfrafte 
jener genannt werben, 

SDie brei Ärafte P, § nnb R fiel;en alfo l^inftc^tlid; i^rer ©tarfe 
unb 9Jid;tnng in benfelben Sejiet)nngen jn einanber, wie bie brei 
Seiten unb SBintel be^ 2)reie(fe§ ABC, nnb eg ifi %. 33. : 



R =y Pa + 0* + 2 P « co% (P, Q), (a) 
sin (P, Ä) = ^ sin (P, Q), 



»obur^ bie Statfc imb 9ixä)t\\n% bet Stefultaiitc Ä he^inmt x% 
hierin befielt bie 3Mfötitm,enfcj5iiug ber Äraftc» 

Umgcfef^rt tarn man immer eine Äraft Ä in jtoei anbete fitafte 
^1 Q jerleflen, \r>el6)e md) gegebenen [Richtungen AP, A(l 
»irfen; Itnw man ^at offenbar: 

Ä .«? = ,«. (P, Q) .. «» ri", ä;, « = \T(7,'q)^ • 

®ott)i>f;l bie 3wf^wimenfej5ung, tote bie B^^^'^Ö^^fl ^^^ 
Gräfte irirb in Bwfwnf* ^\^ erforberlicl; fein» — 

SBenn ber SBinfel (P, Q^ = 0, alfo cos (P, q) = \ \^ 



> — >.p fo folgt au^ (a): 



i£ 



Ä = xT p» 4- Q»» 4- 2 P. Q == P + «, 

iibereinflimmenb mit §♦ 8. 

SBenn ber SBinfel (P, «,) = 90«, alfo cos (P, Q) =Q \% 



^ fo folgt au« (a) : 




Ä = vT p« + QS 

^Da^ au^ leii^t bireft erhellet, \u\l offenbar : 



tmb: 



C= i/ ^iB» + Ä6'3 = l/ 



P* + e= 






AB P 

SBenn ber SBinfel (P, Q) = 180», alfo cos (P, q)=-^l {% 



«<^ 



P-« 



^p fo -folgt au^ (a): 



unb loenu jngtei^ P=$iflf fo ifl Ä=0; b. ^. xi^twx jtoei 
Ärdfte auf benfelbeu materiellen 5puuft naci^ bireft entgegen ge* 
festen MidS^tungen n^irfen, fo ift il;rc (Wefultante gleicf) ber SDiffe- 
teuj berfelben unb wirft naci^ ber ölid^titng (\\\ bem Sinne) ber 
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gtß§ern, unb toem 6cibe etuanber gtcid^ jtnb, fo ijl ii)u SRefuI- 
tantc = ober kibe Ärafte f^altcu cinanbcr bad ®Iet(^ gemixt. — 

§♦ 12. SBenn bic beibcn Äraftc P, Q bei um^erauberter iR\^< 
hmg in bem Ser^dltnijfe 1: n jii= ober abnehmen, fo nimmt bie 
{Wefnftante B in bemfel{)en Serl^altnijTc jn, ober ab. — 





§. 13. Dft ^at man and(? bie SBirfung*" einer Äraft, b. i). 
bie »on i^r ^erijorgebrad^te SSettjegung ober ®efd()tt)inbigfeit na^ 
einet anbern, atö nac^ i^rer eigenen 9Ji(^tung ju f^a^en. - 
SBenn j. 23. eine Äraft P Un materiellen ^untt ^ mi) i^rer 
eigenen SJic^tHng in ber ßeitein^eit bnrd; bie Sänge ^B ben^egt, 

fo fann gefragt n^erben, xok rocit pe biefen 
5Punft in irgenb einer anbern 9lid[)tnng O x 
fortbettjegt, b. 1^. tt)eiter x^^w ber anf Ox 
f entrechten geraben ßinie O y entfernt 
^^ixt'i — S)ie anfängliche ßntfernnng be§ 
ifJunfte^ ^ t?on O^ ijl = A'A unb feine 
Entfernung ix<xi) 93erlanf ber 3eitein^eit ijl 
= B!B = ^'C; folglidj) bie ßw^^^^wie feiner Entfernung »on 
Oy = A'C — AC ^ AC =^ AB. cos a, b. ^. gleid^ ber 5Pro -- 
jeftion i^on AB auf A'C ober Ox. 

§. 14. ^ierna(^ lagt pc^ nun leicS^t beurt^eilen, ob unb um tt)ie 
i>iel jebe ber MUn Ärafte P, § bie 33ett)egung (©efc^toinbigfeit) be^ 
materiellen ^unfte^ A mä) ber Stic^tung ber a n b e r n. Äraft lo e r g r ö = ' 
gert, ober loerfleinert. — 

1) 3jl ber SBinfet (P, Q) 
ein f))i^er, fo mxt> j. S3. bic 
^ji 93ett)egung ober ©ef^roinbigfeit 
beö materiellen 5punfte6 A mä) 
ber 3Ji(]^tung ber Äraft P burd^ 
bie Äraft Q um AE = B E' 
= Qco8 (P, Q) öergrö§ert; 
unb ebenfo tt)irb bie 33ett)egnng ober ©ef^minbigfeit be« fünfte« A 
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*^ 




nft(^ bet 8li(]^tung bet Ärrtft Q iuxä^ bte Ärrtft P um D F = 

p C08 (P, Q) t)ergr6§ett — 

2) 3ft bagegen ber SBiufel (P, Q) 
ein flu m Pf er, fo »irb t>it Semegung 
ober ©ef^mnbigfeit becf materielleu 
^uttfte^ ^ nai) ber (Richtung ber Kraft 
P bur^ bte Äraft Q nm ^E = BE' 
= ^ cos fP, Q^ unb bie m^ ber 
SRi^tung ber Kraft Q burc^) bie Kiaft P 

um ^F = /^F= P cos (P, Q) 

i>erfletnert» — 

3) 3fl cnblic^ ber SBiufel (P, o; ein 
xedfttx, fo ^at bie Kra^ Q auf bie S3e- 
»egung ober ®efd^»inbigfeit be^ materiell 
len ^$uufte« ^ uaci ber Stiftung ber Kraft 
P, fo mt bie Kraft P auf Die mä) ber 
Sfli^tung ber Kraft Q gar feinen 6iu* 
flu6* — «hierin liegt ber ®ruub, m^:^ 
})(ili tt)ir in B^i'unft oft Kräfte naä) jwei ober brei auf einanber 
fenfre^ten Stiftungen jerlegen mxhen. — 

Diefetten JRefuttate er^lt man, rotm man bie JRefuItante 
R auf bie SJid^tuugen ber Kräfte P, Q iprojicirt. — 

§» 15» SBenn man ju ben Reiben 
Kräften P, Q eine britte ä' ^injufügt, 
meiere i^rer SJefuItante R gleid^ unb 
bireft entgegengefe^t ifl, fo mirb 
na^ §♦ 11 bie 9?efuttante au« R m\>R', 
Jt^ alfo audj) bie aix^ P, Qj R' = 0, unb 

folglid^ Meifct bet materielle ^ßunft ^ unter ber gleici^^eitigen SBirfuug 
ber Kräfte P, 0, ä' in SRu^e^ 2Wan fagt aliSbann: bie brei Kräfte 
P, ö, ä' feien im ©leiAgemtd^te ober galten einanber baö 
@let(^gett)i(]^t. — Die Kräfte P, Q, R' erf($einen atebann atö 
SDrutffräfte, njelc^e ben materiellen ^ßunft ^ na(3(> i^ren refp» 
JRid^tungen gu ieioegen jireben; aber bie biö^er gtoifc^en ttw, 
SRic^tungen unb Sntenfitäten ber Kräfte P, Q unb R gefunbenen tRe^ 
lationen bleiben offenbar biefelben, P, Q unb R mögen alö bewe- 
gcttbe, ober blo« atöSDrudCfräfte gebac^t »erben; benn bie SDrudC- 
fräfte ge^en \\n bewegenbe Kräfte über, fobalb ber materielle {(Junft 
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A i^ter SJufung folgen fann — unb uutgcfc^rt: bie benjegenben 
Äraftc ge^cn in JDrnctfraftc über, fobalb bic Sett)egung ijerl^in* 
bert tt)irb — ober öielmcf)r: bie kttjegenben Gräfte jtnb in ber 
2^at nic^fö anberö alö Dnitffräfk. — 

3Bir »werben i^ier bie Ärafte i^orjugömeife nur alö SDrudffrafte 
jn betra4)ten I)a6en, njeil cö ftc^ ^au^)tfad;Iid() barum I;anbeln »irb: 
bie SBebingungen anfjuflellen, meiere gegebene Ärafte ^injt^tti^ il^rer 
angriffigpunfte , 9li(^tungen unb Siitcnfltaten erfüllen müjfen, ttjenn 
fte im ®Iei(I;gen)ic^te fein follen» — 

ÜDte SBiffenfd^aft , njel^e jt(^ mit ben baf)in gehörigen Unter- 
fuc^ungen befci^aftigt, tt>irb „Statif" genannt» — 

S)a jld) bie ©tatif nur mit SDructfraften befd;aftigt, fo l;at 
man geglaubt, and; baö ^ßrincip beö Parallelogramme^ ber 
Ärafte ot)ne Setracf^tung i^on SBenjegung begrunben ju muffen, 
»oburc^ eine ÜKenge fogenannter geometrifd^er unb anal^ti^^ 
fd[)er 35ett)eife biefe^ 5Principeö eutfianben jtnb, n^elc^e jebo^ 
alle ni^tö beioeifem — 2)er objectiüe Orunb beö ^ßriu:^ 
cipe^ ifl fein anberer, afö ber ber gegenfeitigen Unab^ang = 
igfeit gleichzeitig tt)irfenber Gräfte ober gleid^jeitig flattflnbenber 
S3emegungen» — D^ne ben SJegriff ber Semegnng mürbe man 
auc^ nic^t einmal »iffen fönnen : ba§ e$ eine 9Jefultaute ge^ 
\>vx mug» — 

§. 16. SBenn bie brei Ärafte P, 0, K im ©leid^geuji^te 
jtnb, fo ifi offenbar jebe berfelben ber gtefultante anö ben beiben an- 
bern gleid; unb bireft entgegengefe^t, 6$ liegen folglich 
alle brei Ärafte in berfelben 6bene, Xixi> ea toerfialt jtc^: 

P; Q: ß = A B: B C: AC 

= sin A CB: sin B A C: sin ABC: 
==: sin QA B!: &in P AB": sin FAQ 
= sin (Q, R): sin (P, B!): sm (P, Q), 

ober : 

__P__^ Q ^ Bf 

, sin (0, Bf)~ sin (P, Bf) sin (P, Q) ' 

SBie hnUt ber ^iertn liegenbe Se^rfa^ in SBorten? 

§. 17. SBenn man brei Ärafte P, 0, ä, »etd;e mä^ 
®rö§e unb Sii^tung burd() bie brei Seiten Aß^ BC^ CA etne^ 
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^JP d. 




SDretecfe§ ABC bargefleüt tt)er* 
itxi, in untkeranbertcr 9iic^= 
timg iinb ®tarfe mif bcnfclteti 
matericUcit ^unft O n^irfcn 
^la§t; fo l;altcn jie cinanber bad 
®Icid^gctvtd;t — imb um= 
gefeiert: xotxvx bic brci ©ctten 
eiucö 2)rcie(feö iöC rc|>. jii ben 9ftid;tuugcu PP, O ö, öä 
breier auf benfelbeu matericlleu 5punft O mirfenber imb cinanber ba6 
®Ieic^flen)icl)t fjalteuber Ärafte P, ö, ß i)aralle{ ftnb; fo i^ev^alten 
jtc^ bie Seiten beö SDreiecte^ mt biefe firafte, nnb fonnen folglicl; 
biefe Gräfte nac^ Oroge nnb 9tid)tnng barjiellen» — • 

1) JDeun jiel)t man burd; ben 5Pnnft O bie brei geraben £inien 
OP, OQ, OR refp. gleich nnb :parattel ben brei Seiten JB, BC, 
CA be§ JDreiedfe^ ^^Cnnb conjirnirt ba^ Parallelogramm OPB^Q, 
fo ifi OB" bie tWefnItante au6 P nnb 0, »eldbe ber Äraft E offen= 
bar gleich nnb bireft entgegengefe^t ifl, n^eit SDreiedf OPR =: ABC 
ijl, ba 0P = AB, 0Q= BC = PR mb Z:p=: Z.B 
gemad()t x% — 

2) SDenn nimmt man auf ber SRid^tung O P eine gange Op, 
meiere bie Äraft P barjiellen foQ, nnb jiefit p r ))arallel %\\ O Q^ fo 
xok rq ))arallel jn OP; fo \)erf)alt ji^: 

O/;; /ir; Or =z OP: P R: O R 
= ^i?: BC: CA, 
b. ^* P: 0; Ä = ^ jB: i? C; CA. 

§. 18. SBenn in berfelben ßbene « Gräfte P^, P^, P^, 
... Pu nac^ tjerf^iebenen {Richtungen auf einen materieflen ^ßunft A 

mxtcn , fo fann man i^re Olefnttante 
-^.^ leicht bnrcl; Sonfiruction flnben, 

^^^-^.,^ tt)enn man na^ §. 11. erji bie (Re= 
.'-/ ' fultante äi t>t>\\ P, nnb P^ fu(i^t, 
l^ieranf bie Stefultante R^ t»on Ä^ 
unb Pg, bann hit JHefuItante R^ 
öon Äa nnb P^ , u. f. f., »a^ ba- 
ranf hinauslauft : ha^ man burd; ben 
^unft P, bie Sinie P^ R, gleich unb 
:paraUel A P^ , bnrc^ ä^ bie Sinie ä^ ä» gleid^ unb paxaUtl A P^, 




•- 



/ 



/ 
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hnxä) Äa ^ic 2inte R^ R^ glcic!^ imb paxaM Ä P^, u» f. f» jie^t» 
Sltöbaun tfl bie Scrbiubung^Iinic bcö 5Punfte§ ä« - i mit bem ^ßunfte 
A btc gefugte SHefuftantc, unb ircnn ber 5Punft Än-i mit bem 
5Punf tc ^ gufamtnenfallt ; fo ifi bicfc JRcfuItantc = 0, mit()tu ftnb 
bic Ärafte i^i, P.^j ... P„ im ©Ici^gewt^^tc. — 

SWan fann bic JRcfuItantc B ber Äräftc Pi, P», P3, ... P„ 

au(!^ (eid^t burt!^ JRcc^nung fluben. SDenn wenn a^, ««» «a^ 

«„ wnb rcfp.. bic SBinfel U^ti6)ntn, mlä)t bic {Wtdt^tungcn ber 
Gräfte Pi, P3, ... Pn unb R mit ^j: bttben, unb man jerlegt 




lebe biefer Gräfte m^ ben beiben auf einanbet fenfre^ten 2(jett ^ j?, 
^^ (§, 11.); fo erf;alt man: 

R cos ==: P^ COS a^ + P3 CO» «a + ••• + ^n ^^* ^n» 

Ä si» = P^ sin ai + Pj^ sin a.^ + ... + P„ «i>i «n? 

ober: 



folglich : 



alfo: 



unb: 



R COS =^ 2. P cos a =i 2. X, 
R sm = 2. P sin a = 2. Y, 

Ä* = (2. P cos ay + (2. P sin a)' 

= (2. X)^ + (2. Y)\ 

R = \f (2. P cos a)^ + (2. P sin a) 
== yf (2. X)^ + (2. y>» 

2*. Psin a 2.Y 



fo ba§iefet bie ©tarfe unb dHä^tunq ber gefuc^ten 5»efuUante R 

befannt iji. — 

SBenn bie gegebenen Ärafte im ®Ieic^gett)id^te fein f ollen, 

fo mug fein: 

R — Oj 

b. \).: 

(2. P cos ay + {2. P sin a)^ = 0, 

ober : 

(2. xy + {2. Yy = 0, 
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alfo : 

2. P C08 a — I. X=:0 unb 2. P sin « = Z Y = 0, iß) 

tt>a^ mä) mä) §• 14. , 3 bct gall fein muß. — 

SBic lauten bie t>Vix6) Me ©Icici^ungen (ß) aufgebrühten ©leid)- 
gewi^töbebingungen in SBorten? — 

§. 19. SBenn bie Äräfte P,, P,, Pg, ... P„ nic^t in bcr= 
fetben Sbene liegen, fonbern eine beliebige SRicf^tung im Flaume 
baben, fo ifl bie obige geometrifd^e ßonfiruction bet 9lefu(= 
taute offenbar nod^ antt)enbbar. — 

SBenn bie Ärafte P^, P^, P^ na^ brei auf einanber fenf- 
xtSfttn fllici^tnugen ^P^, ^Pa, ^P^ auf ben materiellen 5punft 




j4 mxUn, unb ber ®tö§e nac^ burd^ Jß, AC, AD bargefieHt 
»erben; fo ifl offenbar: 

JF=\/ Td^ + aW — i/ A^^ + A~C^ + "Td^, 

b. ^. 

^ = \f P^ + Ä'« = \^ P,« + Pa» + Pa'^ 

Daffelbe JRefuItat ergibt ^xii aud; burc^ JWecbnung; benn n^enn 
a. /?> / bie SBinW bejeici)nen, irelcbe bie Oti^tuug ber SWefuItaute 
R mit ben {Richtungen ber brei Ärafte P^, P^,, P^ bilbet ; fo iji 
offenbar : 

P^ = R C08 a^ 

P^ = R cos ß, (8) 

P == Ä €08 /, 

•alfo : ' 

^1^ + ''a^ + P^^ == Ä* fco» 2« + cos^ß + C08^y), 

=ÄS*) 

*) !J)emt ttenn m^iu bie S)iagonare eineS rcd^tiD(ttf(igen spatallfcrc|>(|3es 
bums = 1 fe|t, fc ftttb bie brei jufammen|^o§enbcn Äanten beffetBen offenbar 
bie (S^ofinuS Ux SBintet, ml^t fle mit bec S)iadonate Bi(ben. -— 
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R = yr P,' +P;' + ^3% 
unb au^ (S): 

C08 a = ^, C08 ß = -j^, C08 Y = ^ , (f) 

»oburd; bic ®rö§c unb Ottcl^tung ber [Refultantc Ä . i^ollfianbifl 
beflimmt \% 

ltmgefef;rt, ircnu man eine Äraft R \\<x6) brei anf eiurtuber 

fenfred()ten 9?i(!^tungen j erlegen foD, fo geben bie ^Relationen {S) 

bie ®ro6e unb bie ©leic^ungen {t) bie Slid^tung ber ßomponenten, — 

SKan fann nun an^ leicht bie ®rö§e unb Stiftung ber Slefnl- 

taute K beliebig »ieler, nad^ t^erfc^iebenen JRicfjtung'en im 9? au me 

^ ^ auf b en f elb en materiellen ^ßunft A tvir= 

fenber Ärdfte P^, Ps, P^, ... P„ burd^ 
[Red^nung finben» 35enn t^enn «i, ß^^ 

.»-' a, i^', / ret>» bie 2BinfeI bejeic^^nen, 

»eld^e bie 9li(t)tungen ber Ärafte P^ , Pg , ... P„ unb Ä mit brei 
beliebigen burd; ben *45unft A gelegten red;tminfligen Stjen Ax, A y, 
A s bilben , unb man jerlegt biefe Ärafte m(^ biefen 3ljen ; fo er^ 
l^alt man: 

R cos a = Pi €08 «1 -|- ^3 ^^* «a + .... Pn (^os a„ 

^ = X P cos a = -2". Jl', 
Ä CO« /?' = P^ cos /J^ + P3 cö» /^a + Pn <^08 /?„ ! (u) 

= u. p cos ß = 2. y, 

Ä C08 y = Pi cos Yj^ + ^3 <5ö« /a + ••.. ^n cos /n 
= i:. P cos y === £. Z. 

9lu« biefen ©leici^ungen folgt: 

Ä* = fi:. P cos a)'^ + (2. P cos ß)^ + (2. P cos y)^ 

= (2. XP -^ (2. Y)^ + {2. Z)^, 

unb : 

, 2, P cos a 2, X 

cos a = = -y 

R R 

^, 2. P cos ß 2,Y 

cos ß = = — --» 

* R R 

2. P cos y 2. Z 

cos y ==: = , 

R R 



\ 



(") 
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»oburd^ (lifo btc ®röge unb Mid^tung bcr JÄefiittantc Ä üoBfiän* 
big beflimmt ifl» 

SBenn bic betxaä)Mc\\ Stxaftt im ©Icic^gejuid^te fein feilen, 
fo mag : 

Ä = 0, 
atfo m6) (v): 

£. Pco8 a = 2:. X = OA 
i:.Pco8y = 2. y == 0, > (a') 
X P CO« / = 2. 5r = J 

fein. — 

9Bie lauten bie bur4) bie ®{eict;ungen (/*') an^gebiütften Se = 
bingungen beö ©leic^gemid^teö in SBorten? — 

§. 20. Offenbar ijl bie ®roge ber JRefuItante Ä mehrerer auf 

benfelfcen ißunft A n>iifenber ffräfte P», 
^2» P^^ — Moö ron ber ©röße unb 
ben gegenfeitigen Steigungen biefer 
"^^^ Ärafte unb ni^t i^on if;ren Steigungen 
gegen bie ßoorbinafenajen abhängig. 3n 
ber %{)sit fann man für R leicht einen 9lu§brucf finben, »orin 
Mo^ bie ©rßgen P^ , Pg , P^ ,* . . . cos (P^ , P J , cos (P^ , Pgj 
CO« (P^, Pj — tjorfommen; allein e^ muffen jnt^or erft einige an* 
bere ®a^e abgeleitet »erben. — - 

Buna^fl ifi einleu^tenb, t>a^ bie ^rojeftion einer Seite A E 

eine§ beliebigen 33iele(feö AB CD Iß auf 
eine beliebige 2lje Ojt ber algebraifc^ien 
Summe ber 5]}roieftionen aller übrigen ®ei* 
k\x beffelben auf biefelbe 3lje Ox glei<$ ifi; 
beun man brandet, um bieg einjufeljen, jld; 

s nur burc^ bie SBinfelfpi^en be^ ebenen ober 

nid^t ebenen SSieletfe^ fenfre(Sf)te Ebenen auf bie ^röjeftion^aje s 
gelegt ju benfen. — 

6^ ifi alfo a\\^ maS) §. 18. bie ^Projeftion ober Somiponente 
ber JRefultante beliebiger, auf benfelben materiellen 5pnnft A »irfenber 
Ärafte P^ , Pg , P3 , ... nacb einer beliebigen 9lre ber algebraifd^en 
©umme ber 5Pro}eftionen ober Som^jonenten biefer Ärafte nac^ ber= 
felben 3lje gleid;. — 

®o iflV 23. bie ^Projeftion 5p ber ^Diagonale OE = 5R eine« 
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red^tttJtnfßgett ^parallclcipiipcbum^ auf ircjcnb eine gerabe fiinie O V 
gleich ber algehmfc^en Summe ber ?proieftionen bcr brei jufammen- 
fioßenbcn ^<mUr[ O A = 3E, 3=,%^ O C = 3 ober ber glei= 
6)t\\ OA, AD^ DE, fo \><x%f n?cnn a, b, c bie Sßinfel bejei(]^nen, 
jpelc^e O V mit beu brei re^tmtnfligen Jljen bilbet, mau f)at: 

^ =: ^ C08 a -^ ^ cos b ■\' ^ C08 c. 

®inb ferner «, ß, r bie SBinfel, njcld^e O E mit ben brei red^t^^ 
»infligen 2(jen bilbet, unb i^ ^ D O V = Q, \o ^t man: 

«P = [R cos' 0, X = 9t cos a, ^ = m cos ß, ^ = dt cos /, 

unb n>enn man biefe SBertl^e in bie t»or^erge^enbe öJIeiii^ung fejjt; fo 
erhalt man: 

cos Q = cos a cos a -j- cos b cos ß -^ cos c cos /, (i) 

6ö ifl alfo aud^: 

cos {Py^ P^) = COS a^ cos «g + ^^^ ß\ ^^« ßz "f" ^^^ /i ^^* ^a'' 
cos (P^tP-J = cos a^ cos «^ + cos |5i cos ß.^ + cos y^ ^^*/'3'\/n 
cos i^Pjj, Pgj = cos a^ cos a^ + cos ß^ cos ß^ + cos y^ cos y.^, ' 



unb: 



cos^ «1 + cö«^ /^i + ^^'^^ /i = li ) 
•^ «a + cos» ß., + cos» /a = 1, 1 • (Z) 



cos 



®e^t man nun in (v) für -T jr, -T F, -S* Z i^re 3Sertf)e, 
entmitfelt bie Duabrate, unb beadjtet bie (Sleic^^eiten (A), (x); fo 
erplt man enblic^ für ben gefuci^ten 2luöbru(f : 

Ä=» = P,2 + p^2 +p^3 + .... + 2P, P, cos(P^,PJ + 

2 P,P^cos(P,,PJ + .... 2 Pö^3 cos(P,, PJ + ... 







17 

. §. 21. SBcnu jnjei Äraftc P, mif jtt)ei berfii^icbette 
fünfte .4, Ä cincö fcflcu Äörper^ mirfen, b. I;. eineö Äcr))cr«, 





bcjfen materielle fünfte, alfo aiid^ ^, Ä, unter ber SBirfung telie* 
biger Ärafte flet^ biefelbe gegenfeitige Sage behalten, fo baß ^B 
afö eine abfohlt jiarre gerabe Shue \m\ iini^eranberliciKr 
Sauge betrad)tet n^erbeu fauu; fo fouueu jwei gatle fiattfiubeu: 
1) bie 9?i4)tungett ber strafte ftub »erfci^icbeu, fo bag fte genug- 
fam i^erlaugert, jtc^ in einem ^Puuftc Cf(l;neiben, ober 2) fie ftub 
parallel, fdjneiben fic^ alfo uicl)t, wobei übrigen^ bie beiben Ärafte 
P, Q auf berfelbeu Seite, ober auf i>erfd;iebenen Seiten ber 
gerabeu Sinie ^ B liegen fonuen. 

SBir loollcn ^uuac^fi ben crfien gall betrad;ten, morauö jt^ 
ber ju^eite leidet ableiten lagt. — 3m erjteu galle fauu man 
fid; tkorfiellen, bag bie beiben firafte P, Q in bem ÜDurc^fdjnitt«:: 
puufte C it;rer 9lid;tungeu augebrad;t finb, i^orauögefe^t, bafr ber 
^unft C mit A B auf eine unveranberlid;e SBeife fcfl t^er^ 
buubcu ifl, fo baß au^ AC, BC abfolut fiarrc gerabe Sinien 
i)on uuijerauberlid^er Sauge ftub; beun bie ßrfal;ruug lejjrt: 
baB nuiu eine firaft in {ebem ^punfte il;rer Oüc^^tung anbringen fauu, 
ol)ne iai an il;rer SBirfung etmaö geaubert u>irb, voemx ber neue 
?lngrippunft mit beut frül;ern auf eine uniH'ranberlic^e SBeife fefl 
Krbunben ifi, — ^la\x l;at alfo nad; §. 11: 

R = yT P^ ^ Q» + 2 F Q cos {r, Q), (a) 
sin (P, R)=^sm(P, Q), 

»oburd; bie @ r 6 § e uub t^ i d) t u n g ber tRefnltaute R bejHmmt n?irb. — 
§. 22» gerner ifl nac^ §. 16: 

P: Q == sin (Q, R): sin (P, R) 

2 
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unb ttjcunmau bi« ^er^jenbifel DE, Dfivt^i, fo ifl: 

DE = p = CD, sin fP, BJ, alfo sin (P, ä; = ^^^ 

D F = q = CD. sin (Q, R), alfo sin (Q, R) = ^. 

®e^t mau bicfc 2Bert(;c in bic le^tc ^^roportion, fo ergibt jtd; : 

P : Q — q : V^ alfo P. p = Q. q , 

b. !;♦ bie tcibeu Äraftc i^er[;alteu jicf; um gefeiert, n^ie bic i^ou ir- 
gcub ciuem ^JJuufte /? ber SRid^tuug i^rer ^Jlcfultarüe auf i^re refpef- 
tmn 9lid)tuugeu gefalltcu ^er^eubifeL — 

§, 23, SBcuu ber SPuuft/> afö feji gebac&t unrb, fo unrb bic 
SBirtuug ber SRefuItaute R aufvjel^obeu, uub bie beibeu Ärafte, 
n>el(t;e mau jtd; iu E uub F augebra(i;t beufeu tarn, I;alteu eiuauber 
baß @Ieid;geu)ic^t, iubem fie bie (Sbeue, moriu fie liegeu, mit 
flle{d;er (Suergie, aber iu eutgegeugefe^tem Siuu^ um beu 
fefteu i^uuft D ju brel;eu fireben, 2lu§ ber ©leic^^eit: 

P.p =Q.q 

fdgt aber: ba9 bie S)ref)uugöeuergie eiuer Äraft um ober in 
Söejie^uug auf eineu fefleu ^ßmift gemejfeu loirb im 6) baö^Pro- 
tutt axi^ biefer Äraft uub bem »ou bem fefleu ^uufte 
auf i^r^e 9lic^tuug gefdUteu 5)}eri)eubifel — uub mau neuut 
biefe^ ^robuft baß ÜRomeut biefer Äraft iu 23ejie^uug auf biefeu 
^puuft — fo u>ie baß ^erpeubifel \>en 2t rm (!I)re^uugßarm ~ 2)re= 
^uugßl;albmeffer) berfelbeu. 

3n ber 2;i;at eri^ellet Ieid;t : baß uur biefeß SÄomeut baß u^ a ^ r e 
3Kag ber 3)rel;uugßflarfe eiuer firaft P iu Sejug auf eineu fejleu 
$uuft O ijl, uub ni(f)t baß ^robuft m^ biefer firaft P mb eiuer 

fci^iefeu Siuie OJ, u)eld;e auß 
bem fefleu 5Puuftc O m6) irgeub 
eiuem 5puufte ^ ber 9lid;tuug ber 
itraft gejogeu ifl, S)emi uimmt 
mau J jum 3lugrip^)uufte ber 
Äraft P = Äc uub jerlegt jte iu 
bie beiben auf eiuauber feufreci^teu 6om^)oueuteu ^ö == ^r. cos a 
= P cos a uub Ab=: Ac, sin a = P sin er, fo mirb bie erfle 
burdj^ beu fefleu 5ßuuft aufgel;obeu, uub ia^ SWomeut ber 
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imikn tfl = P sin a. AO — P. (JO sin a) = P. OB. ^ieu 
anii fic^t man juglcid; : ba5 bie ÜDre^ung^euergic einet Äraft biefelbe 
bleibt, »eichen ^mft i^rer {Richtung man gum Slngrippunfte nehmen 
nnb .mit bem feflen fünfte i>erbinben mag. — 

SBir »erben ein DKoment ^jofitiis ober negati» nennen, je^^ 
nad^bem il)m eine 2)rct;mig re^tö, ober linf^ enti^ri^t. — 

ßnblidj) folgt auö bem Segriffe ber JRefultante, inbem man ft<^ 
ia^ ganje ©Aftern aU abfoint flarr benft: bag ba$ SWoment 
berfclben , ber atgebraifcl;en ©umme ber SKomente 
ber 6onH)onenten gleich ijl — weil bie SBirfung ber 9Jefnt 
tante ber ber ßomponenteu jnfammengenommcn gleid> fein mng. — 





^*^^^i? 



e^ ijl: olfo: 

R.r =z P.p ± Q.q, 

nnb allgemein für n Gräfte Pi, P^, P3, ... P«, bcren 2lrme re- 
fpective Pi, P2^ Pa^ ••• Pn fmb: 

R.r = P^.p^ + P^\p^ + P3.P3 + ... P«.f>a, 

mobei bie ^tiä)tn ber SWomente gehörig beaci^tet njerben muffen. — 
§, 24. Um ben jn)eiten ber im §. 21 ertt)af;nten beiben 
^Mc anö bem erjlen abjnleiten, brandet man mir anjnne^men, bag 
Pd; ber 5ßunft C (gtg. auf ®. 17) auf irgenb einer geraben ßinie in§ 
llnenblid;e entfernt; benn aföbaun »erben bie SJid^tungen ber 
Ärvifte P, Q nnb Ä ju biefer geraben 8inie ^)arallel, inbem xf}xt 3ln^ 
griff«!pnnfte ^, Ä-nub /> bie felben bleiben. — SBenn biefe gerabe 
Sinie in D auf ^Ä f enf red)t ijl, fo fallen, inbem fi^ Cinö Unenblicf^e 
entfernt, bie ^erpeubifel DE, DF refpectioe mit AD, BD jufam- 
men, bie Slic^tungen \)on P, 0, R »erben auf ^5 fenfred^t, c3 »irb 
ber SBinfel ACB = (p, Q) = 0, alfo co3 (P, Q) :== l, unb 
ber Söinfet BCE ate baö ®u^)plement i?on (P, Q) = 180», alfo 
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C08 BCE=i — 1, bie giguren auf Seite 17 ge^en in nac^fle^enbe xiUi 



7 "tT 





T 



J9 



mib bie gormcl (a) gibt alfo: 



Ä = \r JP^ + Q^ + 2 PQ = Q ± P, 

»0 Q > P angenommen i(l. sfead; §. 22, t^erf)att fic^ ferner: 

P: Q z=; q:p =: DB: DJ, 

alfo aud;: 

P:Q + P = DB : DA ± DB 

= s : a . 



fotgfi^ : 



a P 



X 



Q ± P 

fo bag mitl)in bie ®ro5c unb Sage ber 9iefu(tante R t^oHflanbuj 
beflimmt ifl. 

2Benn bie bur(!) D ge^enbe gerabc 8inie, auf welker [lä) ber 
^unft C in^ Uenbli4)e entfernt, gegen JB m6)t fenfred^t, fonberu 
f d;ief ifl; fo ftnb eö bie ju il;r ^) aralellen SRid^tungen berÄrafteP, Q,R 
aud). SBeun jid^ alfo bie Äraftc /*, Q in bemfetoen ®inne um bie 2lU' 
griffi^!punfte A B um benfelben SBinfel « bre^en, fo breitet fid^ il;re 
JRefultante R unti^^ren 5lngrippunft ebenfaltö in bemfcI6en ©inne um 
ien SBinfel a. 2lud beut Sior^erge^enben erhellet auci^ jur ®enuge, 
wie bie {Refultante mef)rerer paraleller Ärafte P^, Pg, P«, ... 

gefunben wirb, fo mie: ia^ bie SWefuI-- 
tante berfelben ji^ um i^ren 2lngrip' 
punft um einen SBinfel « bre^et, wenn 
fic^ jebe ber firäfte P| , P^ , Pg , . . . 
in bemfelben Sinne im ben SBinfel « 
bre^et, »e^^alb biefer 2tngriffö^)unft ber 
SRefultante ber ÜÄittel))unft ber pa» 
raHeten ilrafte genannt wirb, — 

9lu(i^ jwei ni^t ))araUele in ber- 
felben ebene (iegenbe «rafte P, Q 




21 




^abtn einen Ttitttipnnft — 3)eun benft 
man jlct^ i^re SRicf^tnnijen bi^ jum Dnrcl&f(]^nei= 
ben in C »etlSngert, unb bnrc^ bic bret fünfte 
A, B^ C einen Ätei^ befc^rieben ; fo ge^t bie 
SWefnltante R m^ nod) bnrc^ ben $nnft M, 
wenn ftc^ bie beibcn Ärafte P, Q \m x\)xt «n* 
griff^pnnfte A, B fo bteben, bag if)re gegen* 
fettige 9leignng nngeanbert MeiW, »a« 
bec gall ifl, mmx fl* bet ^unft C auf bcm 
Umfange beö fibec AB befd;riebenen Ärei^abfc^nitte^ bewegt, unb 
j. S. in bie Sage C gefommen ifl, u^eil bie Sntenfltaten, fo tt>ie 
bie gegenfeitige SRic^tnng ber Ärafte P, Q nngeanbert geblieben 
ijl, woöon bie SKidjtnng nnb ®rö§e ber 9lefnltante allein ab^dngt^ 
— e^ ifl alfo Z. MC'B = ^1 MCB, nnb folglich ge^t bie 
Olid^tnng ber 9?efuUante no^ burci^ ben ?punft M, »elAer mithin ber 
SWittelpnnft ber Ärafte P, Q ifl. — fiommt noc^ eine britte 
firaft l;injn, »eld^e mit ben beiben erflen in berfelbcn Sbene liegt, 
fo öerfaf;rt man mit ber in M angebracf^ten 9iefultante R unb biefer 
britten Äraft, mc mit P unb Q, \u f. f., fo ia^ man leidet ben 
3Rittelpunft beliebig vieler, in berfelben (ibmc liegenber Ä'rafte flu:* 
ben fann, wenn fie fic^ auf eine 9iefnltante bringen (ajfen^ — 
6^ oerljalt fic!^ ferner: 

P: Q:R = MCB : sin A CM : sin ACB 

= sin MA B : sin MBJ : sin JMB 
== MB : MA : AB. 

«^ierau^ laffen ftc^ nun auc^ leidet bie »or^erge^euben SRefuI^ 
{^it für parallele Ärafte ableiten. — 

§» 25. Uebrigenö fann man ben gall paralleler Ärafte au(^ 
fe^r leicht bireft bel;anbeln, inbem mau in \>txi fünften A, B jmet 




2t' e 



^Ui^t mh eittgegengefe^te Ärafte P' = Q* Iftn(j$ ^B an* 
bringt, Jvoburc^ uid^tö geanbctt wirb, »eil bie SBirfmtgeu bicfcc 
beiben fitaftc eiuanber gegeiifeitig mif^cben (§§♦ 11 u. 21), (hierauf bic 
Ärafte P, P' ju bct JHefuItante Ä' unb cbeufo bic Ärafte Q, ^ ju 
ber JRcfuItrtute ä" jufammeufe^t, bann bicfc (Refnltauten in bem 
J)nr(i^fcl^nitW))nnfte C il^rcr Slic^tnngen anbringt nnb enblic^ jie ^icr 
ttJtebct in i^rc nrfprnnglic^cn 6om^)onenten P, P' nnb 0, ö' ger- 
legt. StWbann l;eben pd; P' nnb Q' tvieber gegcnfeitig anf, unb 
cd bleiben mir bie nad^ bcrfelbcn geraben fiinie CD in bem* 
'fclbcn, Dber in entgegengefc^tem Sinne toirfenben beiben Ärafte 
P, Q übrig , beren JRefnItante R alfo = Q ± P i% — 
gerner t?er^a(t fid;: 

P: P^ = CD: DA, 
Q:Q' =: CD: DB, 

alfo wegen P^ =z Q': 

P: Q = DB:DÄ, (ß) 

ftoraud ftdj) biefelbe 2age beö 5p„unftc$ D gegen B ergibt, nnc 
früher. — 

S!BeId;e Siegel »irb bnr(=^ bie ^Proportion (ß) anögcbrncft? 

S(nö biefer Proportion folgt n>citer: 

P:Q ± P= DB: AB, 
Q: Q ± P — DA: AB, 

s. 

ober njegen JB = + P: 

P:Q: R — DB : DA : A B. (y) 

2Bic lautet ber in ber ^Proportion {r) liegcube Se^rfa^, unb 
»eldjc 2le(^nlicl&feit I)at berfelbe mit bem in §. 16? — 

§. 26. 2Beun jn>ci parallele Ärafte P, Q in ben Rauften A, B 




einer fiarrcn geraben gime JBan^ entgcgengefe^ten Seiten ber^ 
felbcn mxh\[f fo ifi m^ §. 24. i^rc JRefuUantc: 

uub bie ßutfermmg s==BD H)xe^ ^Ingriff^pimfe^ D »ort bem 2ln^ 
fltiff^punftc B ber größeren Äraft Q: 

s = -^. (S) 

SBirb rtlfo P == Q ijenommen , fo ijl Ä = nnb j; = oo , 
b* \}. man erhält in biefem galle ein nnlirand;bare0 JRefiiltat, ml^e^ 
jeigt: brt§ [\6) ixoti an ben Snbcn einer flarren geraben Sinie JB 

mA) entgegen gefegtem Sinne n>irfenbe 
-JP gteidSie nnb ^jarallele Gräfte P, — P*) 
\ü6)t in eine fRefnltante R jnfammenfe^en 
lajfen — fo baß man folglid^ anc^ ein fotcf)c$ 
®t)fiem oon Äraften nid;t biird; eine Äraft ira 
®(ei(|)gen)i^te galten fann. — SDieö laßt [x^ 
mA) leicht bireft geigen. SDenn wenn bie beiben 
gleiten nnb entgegcngefe^ten Ärafte P, — P eine JRefnltante R t)aU 
ten, nnb man brad;te in C eine ber R gleicfje nnb entgegengerid^jtete 
Äraft R' an, fo müßten bie brei Ärafte P, — P, Ä' im ®Ieic^^ 
genjid)te fein, waö jebo^) ni(j^t ber gafl fein fann, n^eil man Bf 
mit einer ber beiben gleid;en Ärafte P, — P, j. 33. mit P, in eine 
Äraft ä" nnb biefe »ieber mit — P in eine Slefnltante ä'" infam- 
menfe^en fann, fo baß alfo biefe le^te Äraft für fid^ allein im 
@Ieid;gen?id^te fein müßte,, ivaö bem,33egriffe ber Äraft offenbar 
njiberfpri(f?t. — ^ 

§. 27. Sin folci&e^ ©pflem glei^er, iparalleler nnb ent= 
gegengeri(|)teter Ärafte wirb ein Ärafte^)aar genannt, nnb 
foll mit (P, ^B, — P) bejeid^net »erben. S)ie 3Birfnng bejfelben 




*) Sßeiin paxaiitU Gräfte nad^ entöeöctiöcfefetcm ©imtc toixttn, 
fo muffen bie naci^ bem emcn ©innc lüirfetiben a(8 :|3ofitit) itnb bie in tnti 
gegetigefefetem (Sinne njiifcnben a(S neöatiü tctrad^tct werben, wie aud^ 
fd^on aus §. H. fofgf, tüä^renb in jebem anbetn gattc bie Gräfte a(8 abfos 
Ittt gebadj^t »ociben. — 
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-BUnU. 




befielt offenbar krin : bie ßbcne, moriu cö liegt, in bem einen ober 
aubcreu ©inne um bic SWitte C ber flarren gerabcn Siuie AB^ 

ivcld;e ber 2t rm bcö Äraftepaareö 
l)ciBt, i;u bre^en — uub jroar mit 
einer Stvufe, Sntcnfitat ober 
Energie, u>elcl;e nac^ §, 23. offene 
yjy^^ Ihu an^gebrncft unrb bnrc^: 

C^. P «/« a + OB. P sin a = (AC ^ CB) P sin a 

— AB. P sin a = CJ sin a. P + CS sin a. P 

= CA. P + CB'. P = Jb\ P = a. P, 

b, ^. burd; baö ^robnft a. P = Jti. P m^ feinem anf ber SWid^ 
tnmj ber Ärctfte fenfreci^ten ?[vme Ab' = a nnb anö einer 
biefer Ärafte. — J)ie$ folgt anc!^ fd;on baranö: bag nacf) ber ©lei- 
(S^nng {S) fiet^: 

tji, wie groß x unb nne Hein Q — P anc^ fein mag. — 2liicf» 
o^ne B^^'lcawng ber Ärafte ifl bie«^ einleuc^tenb , »eil man bie 
2lngriffö!pnnfte ber Ärafte immer anö ^, ß nac^ ^, ß* i^erlegen 
fann, »emi baö ganje ©tjflem aU i^oüfommen flarr angenommen 
wirb, fo bag alle ^nnfte nnb 2inien aU anf eine nn»erattberlid;e 
SBeife mit einanber oerbnnben angefe^en »erben (§. 21). 2)a§^robnft 
a. P ^ei§t ia^ ÜÄoment beö Ärv\ftepaare§ — nnb fann auc^ ate 
Slu^brncf bejfelben bienen, »eil e§ bie SBirfnng be« Ärafte))aa' 
reo anöbrndCt. — SDa ferner jebe§ fd)iefe Äräfteipaar leicf^t in ein 
gleid^geltenbe^ redS^twtnfUgeö t>ertt)anbelt »erben fann, fo foH ber 
finrje nnb Sefiimmt^eit wegen in 3"fnnft Hoö oon recfitwinfli^ 
geft Äraftepaaren bie 9lebe fein. — 

§. 28. Sin Äraftepaar foH ferner ein »ofitioeö, ober ne = 
gatioe^ genannt »erben, je nadjibem eö feine 6bene re(^tö, ober 
linf ö ^erumjnbre^en flrebt, »aö ooranöfe^t: ba§ fammtlid^c in tu 
ner ßbene gegebene ober betrad;tete firaftepaare \>f>\\ berfelben 
Seite biefer 6bene anö betrachtet »erben, »eÜ fidj) mit biefer Seite 
auc^ ber !Dre^nngö|inn jebe§ Äraftepaareö in ben entgegengefe^ = 
ten oer»anbeÜ. — 

§. 29, (im gegebenei^ Äraftepaar a. P fann lei^t in ein an= 
bere^ glei^»irfenbeö b. Q )oo\x einem gegebenen ?trme b t?cr= 



iDrtubelt »erben ; benn man braucht mir feine Äraft Q = -^ jn 



uel;mcn, weit alöbann b. Q = 



a. P 



a. P 
b 



6 = ff. i> ifl — unb nm: 



einer gegeben en Ära ft Q umfe^en, menn man ben 3lrm = 



gefe^rt fann man \>^\^ Äraftepaar «. P Ici(^t in tin anbereö t^on 

a. P 
Q 

nimmt. — 

§• 30. SBir sollen nnn imU}^ einige ßigenfd)aften ber Ärafte:: 
Vaare anfn^jren: 

1) 2)ie !Cref;ungöfldrfe eineö Ärafte^jaareS (P, AB, — p) 
»irb offenbar ntc^t geanbcrt, trenn fic^ ber 3lrm AB beffelben 

nm feine SWitte C m\ irgenD eine 
-^ i'^' SBtnfelgroge « brel;et — benn baö 

imitc Äraftepaar (P^, a'b\ — p) 

j^^ ifl nic^tö weiter afö eine ber fuc= 

-^ ceffii^en Sagen beö erfien (P, JBy 

~n- 

tp ' JHT SDte 9lccente bienen Moö jur Un- 

terfd;eibnng ber ßage beö Ärvifte^ 
i)aate« — nnb e^ ifl immer P — P ... AB = Äß = ... 

2) Die SDre^nngöfiarfe, b. i). baö Dre^nngömoment eine^ Ärafte= 
pmxc^ ifl auci^ in a3ejiet;nng auf jeben anberen feften »^Jnnft O 




o 



'V 



in ber 9lt(^tung feine« Sfrmeö — AB. p = a. P; benn man ^at 
für biefeö SWoment ben SHuöbrndf: 

OB. P — OJ. P = (OB — OA) P= AB. P = a. P. 

3) 9lnö 1) nnb 2) folgt ferner: bag ein Äraftepaar in feiner 
6bene beliebig »errudft merben fann, o^ne ba§ an feiner Dre^^ 
l^ungöflarfe etwa« geanbert wirb. Denn nac^ 1) ifi (P, AB, — p) 




= (P\ JB\ - P'), ferner nad) 2) tfi (P, A'B\ — P) = (p\ 
A'B\ - P) unb nad? 1) ijl {F', A ß\ — P") = (p'\ 
J"B\ - P"); alfo enbfic^: 

(P, AB, - P) = fP"', ^"V, - i^"). 

4) 5Die !Crc^un9$flarfe eine^ Ärafte:paare« ijl alfo in Sejte^nng 
anf ieben beliebigen ate fefl geba(^ten ^nnft^ feiner (Jbene 
biefelbe. — 

5) Btt^^i glcid^e unb entgegen gefegte Äraftepaare, b» l^» 
»elcfie il;re 6bene mit g(ei(f)er ©tarfe nad^ entgegengefefttem 
Sinne ju breiten jireben, l;aUen einanber ba^ ®leid^gen)i(^t — 
SDenn man brandj^t i^re S)re^nng^energie nur auf benfei ben J^unft 
i^rer Sbene gu bejie^en, ober jte in pm äquivalente Ärafte:|)aarc 
»on bemfelben Slrme gn Dertvanbeln unb biefe Strme bann ju = 
fammenfallen ju laffen — um bie^ einjufe^em — 

6) gerner ifl baö SDre^ungömoment be^ Äraftepaare^ , beffen 
SBirfung ber r^ereinigten SBirfung mehrerer in berfelben Sbene 
liegenber Äraftepaare gleich ifl — b^ ^. bad SWoment be^ reful = 
tireiiben Äraftepaareö , offenbar ber algebraifc^en Summe 
ber ÜÄomente ber einjelnen Äraftepaare gleid^» — 35enn man braucht 
uur »ie in 5) ju t>tt^ai)xen, um bie tWi(^tigfeit ber SSe^auptnng fo= 
fort einjufe^en* — 

7) Slud^ fann man ein Äraftepaar o^ne Slenbernng feiner SBir* 
fung aud feiner Sbene in eine ju berfelben parallele Sbene r^er- 
feigen, r^oraudgefe^t , ba§ beibe 6benen ju einem feflen ©ijfteme 
ge^^ren* Denn benft man fid> eine beliebige, auf beiben Ebenen 
fenfredjite gerabe ginie AB, fo bre^et bad Äraftepaar bad ®^fiem 
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Dffcntar mit berfelbcn <Starfe um bie 9lse ^B, e$ mag in ber 
evjien, ober in ber jmeiten 6(>cnc liegen. — 

8) ßnblid; fann man andb lei^t px^ei Ärafteipaare , »eld^c in 
i)erfc^iebenen , ni(i;t paxalldtn ©benen liegen, in einö gnfam- 
menfe^en. — 3^ bem 3^^*^ bxmö^t man bie beiben gegebenen 
Ä:raftc))aare nnr in pm anbete (P, AB, ~ P), (Q, AB, — Q) 

Don bemfetben 3lrme ^B 

jn Denuanbeln, biefe in i^ren 

refp. Sbenen fo jn t^errüdfen, 

bag bie glei(={)en 9lrme ^B in 

ber 3)nr(l;fcf)nittölinie beibec 

Sbenen jnfammenfallen , nnb 

enbliiS^ bie Ärafte P, Q in ben ßnbpnnften i^on ^B in eine 9le= 

fnitante ä pfammenjitfe^en ; fo ijl (ä, AB, ~ R) ba« gefnc^te 

9tefnltanten^)aar. 

Ober man i)?rtt)anbelt bie beiben gegebenen Ärafte^)aate in jwei 
anbere^on ber felben Äraft F nnb \>on nnglei^en 3trmen C^/, 

CB, nnb i^erlegt biefeT in i^ren refp. Sbenen 

ECJ, ECB fo , ba9 fte in bemfelben ?Pnn!te C 

ber gemeinf(=baftlid)en J)nr(I)f(!^nitWUnie EC beiber 

Ebenen jnfammen|lo§en nnb jn^ei Ärvifte F in ^ 

biefe fiinie fallen. — Sonflrnirt man aföbann ia^ 

Parallelogramm CJDB, fo fann man offenbar für 

/ 1 bie beiben Ärafte F in ^ nnb B bie beiben Ärafte 

'^ y F in C nnb J) fe^en, n>eil beibe ^aare biefelbe 

Slefultante 2 F inO geben. — 2lber atebann ^t:' 

ben jtd^ in C jwei gleiche nnb entgegengefe^te Äräfte 

F anf nnb e^ bleibt bto^ baö Ärafte^)aar (F, CB, — F), toeU 

c^e^ fotglidS^ ba§ gefnc^te JRefnltantenpaar ifl. — 

S^ ifl übrigen« gar nid^t notf)n>enbig : bie beiben gegebenen 
Äraftepaare erji in gtoei anbere »on gleichen 2lrmen, ober glei= 
d)en Äraften jn t>ern>anbetn, fonbern man fann fofort i^re ÜÄo = 
mente felb/? nacb bem Parallelogramme ber Gräfte jnfammenfe^en^ 
»enn man jn>ei gerabe Linien O^, OB, ml6)e flc^ mc biefe 2Äo^ 
mente »erhalten, nnter bem SBinfel ber (Sbenen ber beiben gegebenen 
Äraftepaare an einanber legt nnb baö babntdb " ^^lüwiwite Parallelo- 
gramm conjlrnirt, bef[en ^Diagonale aföbann ba« SKoment bed 
3lefultanten^)aared barjleHt. — 
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§. 31. (Sctrtbc fitnien, meldte ben 3Womcutcn bcr Äraftepaarc 
^)roportiouaI uub auf i^rcu rcfp. (Ebenen fcufrcd^t fiub, »er* 
ben Stjen ber Ärviftepaare genannt — unb n^enn man ein für alle 
Wai feflfe^t: baß bie 21 je eine§ Äraftepaareö auf ber Seite ober 
glad^e feiner Sbene jlel)t, auf welcf^er bajfelbe aU ein pofitit>eö 
erfc^eint; fo n?irb ein Äraftepaar bnrd) feine 2(je i^oUflanbig, 
b. \). feinedbene, fein SWom ent unb fein Sinn kflimmt. — 

6« lajfen jtd^ alfo Äraftepaare ebenfo xoic einzelne Ärafte iw- 
fammenfe^en mt> j erlegen. — Soll man j. S. jwei Ärafte= 
paare, bereu 3D?omente Z», M unb bereu Ebenen ober 2ljen auf 
einanber fenfred^it finb, in ein6 jufammenfej3cn ; fo t)at man, voenn 
G baö ÜÄoment beö SRefnltantenpaareö unb \>tn SBinfel bejeic^net, 
ioelc^en feine (Sbene ober 2lje mit ber »on L bilbet (§. 18,): 

L — G C08 e, M— G sin 0, (ja) 

a(fo : 
unb: 



G^ = L3 + Ms G = yf L^ + M», 

fang & = -—• 
Jj 



Umgefe^rt, foH man ein firaftepaar G in jtoei auf einanber fenf= 
rechte Äraftepaare Z», 3f ^erlegen, fo geben Die Oleic^ungen (ja) bie 
SBertfje tjon L, M unb auc!^ i^re Sage, ioeil barau^ folgt: 

cos & == — -> sm & = -^. 

ßbenfo ]^at man für bie 3ufammenfe^ung unb 3^ri^8wwg breier 
auf einanber fenfrec^ter Äraftepaare L, M, Nj wenn G ia^ SRc- 
futtantenpaar unb a, ß, y bie SBinfel bejeic^nen, »elct^e feine ßbene 
ober 2lje mit benen oon L^ My N bilbet: 

L = G cos a, M = G cos ßy N = G cos y^ 

atfo: 

L ^ M N 

cos a = -^» cos ß =z -~i cos y = -^^ 

Cr 6r 6r 

mi : 

G=:\r L^ + M-' + N\ 

§. 32^ SBenn an einem fejlen ©^jlerne mehrere in ber fei- 
ten (S^btnt liegenbe parallele Gräfte Pi, P^, ... P„ »irfen, 
fo fann man oon einem beliebigen ißunfte O biefer (S^btne auf bie 






^ 









M 



Ä^f 



/ M 



K Jn 









Pj 



V 

Jffc 



gemeinfd^aWc 9it(^tuna bicfcr fitaftc ein 
^4Jcr^)cuDifcI Oi„ jie^en, unb inbem man 
in jwci cinanbet auft;cbenbe gleiche unb 
entgcgcngefc^te Ärafte Pi, — P^ an= 
briuflt, woburc^ offenbar an bem ©i)jleme 
ni^tö geanbert n)irb, bie in A^ mirfenbe 
Äraft P| bnrd^ bie xxi, O angebrachte Äraft 
P^ unb bnrc^ ein Ärafte))aar f P^, 0.4 4, — 
Pj^ erfe^en 7- unb baffelbe gilt von 
jeber ber übrigen ßrafte P» , . . P»* 2)ic nac^ ber geraben 8inic 
BOB' »irfenbeu firafte fann man nun in eine JRefuftante: 

R = P^ + P.^ ^^ .... + Pu = Z P 

unb bie <\M ben Sinnen 0.4 ^ = x^, Oi^ = x.^, ... 04« = j^« 
w)irfenbcn Ärafte^jaare in ein 9tefultanten)>aar gleich : 

Pi -^1 + ^a -^a + •••• + ^« '^« = -^- ^'^ 

jufammenfe^en , fo ba^ alfo bie gegebenen Äräfte burc^ bie Kraft 
S. P unb burd> ba§ Äraftepaar 2:. Pj: erfe^t merben. — 

SBenn bie SRefnltante ä = Z P = ifl, fo f^at man blo^ 
ba§ ßraftepaar :?. Pjp, unb e^ ifl jum @leiel;gett){(l;te ber gege^- 
benen Kräfte nur erforberlic^, ba§ bie SBebinguug: ^ 

2. Pj: = 

ftattfinbet. — 

2Benn bie 3?efultante Ä = Z P n i $ t = ifi, fo i^ernjanble man 
ba$ Äraftepaar 2. Px in ein aqui^^alenteö , beffen Kräfte = R 
= Z P pnb unb beffen Sttm OK in bie ßinie 0.4 „ faüt, 5ltöbann ift: 

(2. P). 0K=: 2. Px, 

folglid;: 



OK^ 



Ps 



2. P 



unb ba pd; bie in O nad^ BB' mirfenben gleichen unb bireft entgegen-- 
gefegten Kräfte R gegenfeitig auftjeben ; fo ijl ia^ ®i)flem ber gege- 
benen Kräfte P,t P», ... Pn auf eine in bem ^pnnfte A^ tt>irfenbe 
ßtaft R = 2. P jurücfgefii^rt. — 

Soll alfo ®Iei(^gen>i^t ftattfinben, fo mng biefe Kraft: 

JB = Z P = 
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fein, fo bÄ§ man tmeber anf ben crjien gall gurilcffornrnt. — J)ie 
allgemeinen feebingungen beö ®Ieid;gemi$teö ber betrachteten 
Ätrafte fmb aJfo: 

J. P = 0, -2'. Po: = 0, 

b» l;. bie algebraifcS^e Snmme berÄrafte, fo wie bie ber 
aWomente berfelben in Scjie^ung anf einen beliebigen 
in il;ret Sbene liegenben $nnft, ober auf eine belie = 
bige ,anf biefer Sbene fenfrecS^te 2lje, muffen einzeln 
=*0 fein. — 

§. 33» SBcun fid; in ber Sbene ber gegebenen Kräfte ein 
fefter *^unft, ober in bem ©vfleme eine fejie uic^t jn biefer 
ßbcne parallele 9t je befinbet, fo fann man biefen feflen ^unft, 
ober ben Dnrd^fc^nittöpnnft biefer Slje mit ber 6bene ber Ärafte jn 
bem 5pnnfte O nel;men. — 9lföbann wirb bie Slefuttante R z= S. P, 
m6) wenn fie nirf;t = ijl, in bem 5l5unfte aufgeljoben — unb 
e$ bleibt blöd ba^ Äraftepaar 2. Ps, weld&eö baö ©i^jlem um ben 
Sßnnft O jn bre^en fnc^t. Soll alfo @Ieid^geioic!^t flattflnben, 
fo muß 2. Ps == feilu — b. I;. bie algebraifc^e ©umme 
ber SXomente ber firafte in iöejiel;nng auf ben feflen 
jpunft, ober auf ben 3)ur(!^fd[;nitt§:punft ber feflen Slje 
mit ber Sbcne ber ilrafte muj = feim — 

§. 34. J)er JDrucE auf ben feflen ^tJunft ift = 2. P, b. i). 
berfelbe, atö wenn jebe firaft o^wc 2lenberung il;rer Slic^^tung in bie» 
fen ^Punft i>erlegt würbe. 

§. 35. 3Benn in berfelben Sbene mehrere nid^t parat* 
tele Ärafte P^, P^, .... Pn gegeben fmb, bereu 3lic^tuugen mit ber 
2tje ber x bieSBinfel a^, a.^^ ... a„ bilben unb bereu 2lngrippnnfte 
A^^ ^3, ... ^n bie ßoorbiuaten j:^, yi; s.^^ y^; ... x„, ^„ 

l;eben, fo iiel;e mau OQ fenfred^t auf bie 
9iid>tuug ber Äraft P^f unb in O bringe 
man jwei v3lcid^c unb entgegengefe^te, auf 
OQ feufreci^te Äraft = Pi au, woburc^ 
<\\\ bem @i)fleme offenbar nichts geaubert 
wirb. — SHIdbann fann man flatt ber in 
A^ augebra(={)ten Äraft P^ bie m O m- 
gebra(f)te, gu il^r parallele Straft P^ 
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uub ba^ Äraftc^)aar (P^, OQ, — P^) nehmen, beffen ättomeut tt^c- 
gen O Q = x^sina^ — ViCoa a^ gleid^: 

— (x^ mn a^ — y^ cos a,} P, 

= (P^ cos «i ) ^1 — (Pi sin of|^ J7, 

= X^ y, — y, j:, 

ifi. 9iimmt mm bicfdbe SrauiSfonuatiou mit jebcr bet gccjctcuen 
Äraftc i^or, fo erhält mau flatt berfdben eben fo inelc in O nac^ 
benfelbcn SRic^tuucjen trirfenbe Ätvifte P^, P^, ... P« uebfl ben 
^rafte^)aarcu : 

Sejeid;net ftlfo fi bic 9fJcfuItaute ber in tt)irfenbcn Ärafte, 
uub 6r brtd ÜWomcut be§ SRefuUantcupaare^ , fo t;at man: 

fi = \r (2~ P cos ay + (2. P sin a)^ 
= yT (2. Xy + (X Yj» , 

X p 8iVi a z r 

f a/iö^ = •= — = -tt-t;. ' 

^ Z P CO« a 2.x 

»0 ben SBiufet bejcid^uet, ii)elc^cn Ä mit bcr 3lje ber j: bilbet, nnb 

6r = 2*. (^P cos er. ^ — P siiW a. jr^ 

SBenn Z Ji: = uub Z r = Oifl, fo ijt <x\\^ Ä = 0, 
unb man ^at nur ba^ Ärafte^aar, beffeu 2Romcnt = Z i^JT^^ — Yx) 
ijl^ Soll alfo ®Ieid;gen)ic^t fiattfinbcn, fo mu§ fein: 

Z (Xxj — Yr; == 0. 

SBenn nic^t juflleid^ Z Jtr= unb Z r= 0, alfo auci^ nid^t 
Ä == iji; fo faun man \>^^ ilraftepaar Z (Xy — Yx) in ein 
anbere^ oern>aubeIu, beffen Ärafte = R finb, unb feinen 2ltm OK fo 

\y\\ O legen, ba9 eine feiner büUn Ärafte 
ber {Refultante R bireft entgegen:^ 
gefegt ifl. — Slt^bann f)eben fld) bie 
beiben in O angebrad^ten gleichen uub 
entgegengeri($teten Gräfte ä, — ä ge= 
gegenfeitig auf, unb e$ bleibt bloö bie 
- X tu X ober T tt)irfenbe Äraft R übrig. 
3Äan \)({t ferner: 




OT cos =: OK, 

alfo : 

R. OT. cos = OT. R cos =: R. OK, 
b^ ^. : 

R. 0K= OT. 2. X. = 2. (Xy - Ys), 

~ 2. X 

fo bag jl(^ bic flcäcbenen Gräfte auf ciitc in T tuirfeube fitaft R 
jwrücfful;ren laifen, — <Zo\l alfo @Ietcf)gcn)i(^t flattflnbcu, fo 
ntu6 biefc Äraft Ä = fein, fo \>k\^ mau lieber auf bcu ctfien gatt 
jurütf fommt : SDte allgemciueu 23ebtuguugcu bcö ®T[et(3^9cirici^te^ 
ber I>ctra(f;teteu Äraftc fiub alfo: 

2^. jr = 0, z r = 0, z (Xy — Ysj = o, 

b. ^. ed müffcu bie alcjcDraifc^eu ©ummcn ber Sompo = 
ucuteu biefcr Ärafte nac^ jmei in i^rcr (&ht\\t liegen^ 
beu, auf ciuauber fcufrc^tcu 9ljen, fo tt>ic bie ©umrne 
xt)xn SKomente in SJejiet^uuij auf einen teliebigen in 
il;rer Gbcne tiegeuben *,pnnft, ober auf eine auf biefer 
Gbene feufrec^te 2tje eiujclu = fein. 

§♦ 36. SBenn |i^ in ber ©bene ber Kräfte ein fejier ^punft, 
ober auf berfelbeu eine feufred;te fefle 9t je beflubet, fo fanu man 
biefen ^mxtt ober beu S)urc^fd;uitföpnnft biefer 9lje mit ber Sbene 
ber Ärafte ju bem ^fünfte O nel^men; aföbaun nnrb bie 2Birfung 
ber Stefultaute Ä in biefem fünfte auf gel; oben, wenn and; ni^t 
Ä =: ober Z Jr = unb Z Y = ijl:, fo baß nur bic 2Bir-- 
fung beö firafte^jaareö : 

Z (Xy - Ys) 

übrig bleibt. J)ie einjige Söebingung beö'® Jeic^gett>id;teö ijl 
alfo in biefem gatle: 

Z (Xy - Yx) = 0, 

b. \). bie ©umme ber 2)iomente ber Strafte in SSejie^ung 
auf beu fejlen ^unft, ober auf bie fefte Slje mng 
= fein. 

§. 37. 2)er 2)ru(f auf im feflen i^Junft, ober auf bie fejie 



«je ifi offenbar = Ä, t>. ^. berfette, aU ivenit aDe ftrafte 6ei 
imöeranberter 9K(^tung in ben ^unft O »erlegt mürben. — 

§>3S. SBenn mehrere parallele Äräfte im SRaume Pi, 
Pa, ... P« ftegefcen jtnb/unb man nimmt brei re^jtminWige Soorbi^ 
natenajen Oxy Oy, 0% m, tt>oi)on bie lejjte ju bcr gemeinfd^aplid^en 

Mid^tnng ber ^afte parallel iP; fo 
fann man, menn x^, ^i bie @oorbina= 
ten bed 5punfte^/;i tejei^nen, in meti^^em 
bie gtic^tung ber Äraft P^ bie (Sbene 
ber sg trifft, bie Äraft Pi bnr(]^ eine in 
O naci^ ber 2lje ber is tt>irfcnbe Äraft 
Pi unb bnr^ jwei, ref!p. in ber ßbene 
ber sz iinb ber ^» liegenbe Ärafte- 
^aare — P^j^i , P^ifi, erfe^en. — 
Denn n^enn man bad SRed^ted Oin;;i^ 
conjlruirt unb in O m^ ber Stje ber 
z jmei flfeid^e unb entgegeugefe^te Ärafte 2 Pj, — 2 P^ an- 
bringt, »obur$ nid^td geanbert n^irb; fo fann man bie beiben in 
O unb //x angebrachten glei(5^geri^teten Ärafte Pi in m, n an- 
bringen, »eil jte in beiben Sagen in bem ÜÄittelpunfte c be« 9ie6)t' 
edfed Omp^n biefelbe fllefultante 2 P^ geben. — JBerfa^rt man 
nun mit ben übrigen Äraften P^, ... P» ebenfo, fo erl^alt man 
offenbar ftatt ber gegebenen firafte eine in O nac^ ber 21 je ber 
a gerichtete fllefultante: 




Ä = Pl + P» + .... + Pn = £. P, 

in ber Sbene ber sz ein 9iefultanten^>aar : 

— Z fPsJ 



(«) 



unb in ber @bene ber yz ein 9iefultanten!paar : 

(Se^t man ferner biefe beiben Ärape^>aare in einö jufammen, 
beffen ÜÄoment mit G bejeid^net merbe, fo ^at man nacf) §. 31, wenn 
ben SBinfel bejeiC^net, »el^en fein 9lrm mit Ox bilbet: 

G cos e =: 2. (Ps), G sin Q = S. (Py), 
alfo : 

G ^ yf (2.Ps)^ + (2.Py)\ (^ 

3 



nnb: 



tang © = 



H 

X Ps 



(r) 



fo bag burd) (a) bie tu O »irfenbe {Refultante B unb hm^ iß), iy) 
ba§ {Refultanten^)aar »oüflanbig bcfUmmt werben, »ctd^ bd« ©^flem 
ber gegclicnen ftraftc crfcjcn. — 

SBenn Ä = -T. P = Ijl, fo bleibt blo« nod^ ba« Ärafte!paar 
G, unb jum ®lci<S^gett>i(i^tc ijl no^ bie SSebiuguug G = 
erforberltc^. 

3fi Ä = l*. P uid;t = 0, fo t>ertDaubIe mau ba^ Äraftei)aar 
€r tu ein äquiöaleuteö l^ou ber Ärnft R, uub fdgli(^ i)on bem 2lrme 

G 

Op == -^y uub fielle bajfelbe mie iu biefer gigur, fo ba§ eiuc feiuer 
Ji 




Äräfte bie SRefuÜaute R aufgebt, alfo bM uo(^ eiue Äraft Ä übrig 
bleibt, »elc^c an bem $uufte p augebrad[)t ifl, bejfeu Soorbiuateu 
jr', y butd; folgeubc ©tei^uugeu gegebeu merbeu: 

jp' = Op cos uub y =s Op sinQ 



-^ €08 


G . ^ 
R 


2*. Px 


2. Pif 


2. P 


~ 2. P 



®ofl atfo ®let(Sbgeu)tcl^t fiattflubeu, fo mu§ biefe eine Äraft 
Ä = feiu, n)oburd[) mau »ieber auf beu erjieu gafl jurürffommt; 
folglici^ mu§ au(^ 6? = 0, b, \). Z Px = 0, X Jf^ = fciu, — 

I)ie allgemeiueu 33ebiuguugeu be§ ©leidigen) id^teö ber be 
trac^teteu Ärape jiub folglich : 

X P = 0, 2. Ps =5 0, 2. Py = 0, 

b. ^, bif algebraifd^e Summe ber Ärafte, fo wie bie 
i^rer SKomeute iu S3egiel)uug auf jn?ei beliebige auf 



eiuanber fenfreiäj^te gerabe Sinien in einet auf bet 9ti6)* 
tnng bet Ärafte feufrec^teu ©bene muffen einjeln 
= fein* — 

§. 39. SBenn jlc^ in bem ©^jierne ein fefler ^$unft beflnbet^ 
fo fann man beufclben ju bem ^mitte O nehmen, unb atebann n>irb 
bie SBirfung ber Sflefultante bnrc^ biefen feften ^punft (tnfgel^oben, 
wenn axxä) nid^t Ä = ifl^ fo t>a^ bloö noä) ba§ Äraftej)aar 
G = 0, t>. ^, 2. Px = mt> 2:. Fif = fein m«§, mm 
&ltxä)itxox6)t jiattflnben foIL SD* l). bie Summen ber Tlo^ 
mente ber firafte in Sejiel;ung auf jn>ei burc^ ben fe- 
flen ^unft red^troinfUg gegen einanber in einer auf ber 
aiic^tung berÄrafte fenfrec^ten @bene gezogene gerabe 
ginien muffen einjeln = fein. 

SDer I)ru(f auf icn fejlen ißunft ijl in biejem gatte = Z P, 
b. ^* berfelbe, alö menn atte fitdfte bei ungeanberter Olid^tung in 
biefen ^unft i)crlegt »ürben. — 

§. 40. SSefinbet fic^ in bem S^fieme eine fejie gerabe 8i = 
nie ober 21 je, fo fann man biefelbe jur 8lje ber y unb einen ^imft 
berfelben jum 5(ufangöj)unfte O nefjmen (f. bie gig. auf ®. 33.). 
Sltöbann wirb fott)oI;{ bieSBirfung ber 9?efuttante R, me bie be§ Ärafte^ 
:paareö 2.Py aufgel^oben, mä) mm jte n i c^ t an fid^ 9? ull jtnb, mi e« 
bleibt folgli^ btoö baö Äraftepaar 2. Ps, n)etd;e^ baö S^fiem um bie 
9lse ber y ju brel;cn in^t, fo H^ affo X Px = fein mug, menn 
®lei(S^gewi(3|}t flattfinben foH. — 2)» i). bie Summe ber3Äo = 
mente ber betratfiteten Ärafte inSejiel^ung auf ixt fefle 
ßinie ober 2lje mug = fein. — 

§."41. SDer Drurf auf bie fejie 2tje befielt au« ber 8?efu^ 
taute B = 2. P unb m^ bem JSrafte))aare 2:. Py, m\ä)t m6) 
§. 32. einer einjelnen Äraft 2. P äquivalent jinb, bie in bem 5Punft<^ 
K oon Oy angebrad[)t ifl , m\d)tx t>\xx6) : 

2. P 

befiimmt n^irb. — Ober: biefer Drurf ifl berfelbe, ate tt)enn bie 
Ärafte P^, P^, ... P„ an ber 2lje Oy in ben refp. Slbfiänben 
^1' y%y ••• yn »on bem fünfte O of^ne 9lenberung i^rer SRtdj^tung. 
angebracht tt)ürben (§. 32.). 

§. 42* SBenn bie gegebenen Ärafte P^, P», ... P« eine 

3* 



beliebige Sage im »aume ^abeii, dfo »ebet ^arallet ^nb, 
no(^ in eiltet ebene liegen, nnb x^, y^^ z^; x,, ^f,, »«; 

X,, ir.i ^. Me 6oorMnaten ibrer 9n9Tiff^^>unfte in Sesie^ung 

mif btei re^twinflige 9lren Ox, Oy, 0% 



% 




Pub; fo fann man jt* biefe Äräfte na^ Mefen «jen jerlegt Denfen, 
n?o^nr(i^ man We brei ®t)jleme i)on Som!ponenten erhalt: 

•^1' -^2 ^ •••• -Abi 

V V T 

•*4» -*2> •••• -»n» 
^1 > ^35 •••• «n» 

J^a« le^te ©^jiem lagt p^ nad^ §• 38. jurntffn^ren anf: 
eine Äraft -2". Z, in O angcbraci^t nnb m6) Oz voixUnb, 
ein itrafte^)aat X (Zy) in ber Sbene bet yz, unb 
ein Ärafte^)aar — 2. (Zx) in bet Sbene ber xz. 

Cbenfo fann baö jweite ©^fiem jnrüdfgefß^rt »erben auf: 
eine Äraft Z Y, \\\ O angebrad^t nnb nad^ Oy »irfenb, 
ein fträfte^)aar Z (Yx) in ber dbcne ber xy, unb 
ein fträftepaar — X (Yz) in ber ßbene ber yx. 

(inWä) fann man bad erfte ®^(lem jnrurffü^ren auf: 

eine Äraft S. X, in angebracht unb na^ Ox »irfenb, 

ein Äräftepaar Z (Xz) in ber @bene ber xz, unb 

ein Äräftepaar — Z (A^^) in ber Sbene ber xy, 

Die gegebenen Ärafte P^ , P« , ... P« f önnen alfo erfe^t »er^ 

ben burd; bie brei red^tminfligen Ärafte: 

Z X, Z F, Z Z, angebra(fit in 

unb bie brei Ärafte:paare : 

Z (Yx) — Z CJTi^) = Z (Yx — Jir) in ber Sbene ber xy 

Z (Xä) — Z (Zr) = Z (Xz — Zr^ ,, ,, ,, n ^^ 
S.(Zy)—l.(Yz) = 2. (Zy - Yz) ,, ,, n n B^ 
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SBenn R bie SRefuÖantc ber btci in m^cbxa^ttn uäftmntH^en 
dotniponeutett , unb «, ß, /> bic SBinfel, meiere \\)xt Slic^timg mit 
bcn Sljen Os, Oy, 0« bitbet, fo \t>\t G baö JRefuItantenpaar au« 
ben brei tJorigen ^räftcpaarcn, unb a, ^, / bie SBinfel, meldte feine 
Slje mit Oj:, Oy, Oz bilbet, bejeid^ncn; fo iji mi) §§. 19 it. 31: 

R C08 a ^=^ 2. X, M €08 ß = 2. Y, R cos y = 2, Z, 

alfo: 

R = >A r-S*. ^J"" + (2. Yj^ + (2. Z)^, 



unb: 



folglich: 



G cos d =: 2. (Zy — YzJ = L, 
G cos ßf = 2. (X% — Zs) — itf , 

G cos r = -. r^J^ — A^i/; = N; 



G = yf L^ + M'^ + N^. 

S)iefe 8 ®leidi)ungen geben fott)o^l bie ®rö§e unb SRit^itung 
ber im 5(nfangö:punfte angebrachten 9?efultante R, mt bie ®röge 
unb JRid^tung ber 2lje beö 9?efultanten:paared 6?. 

§. 43. SBenn G == i% fo laffen jic^ folglich bie gegebenen 
firafte Pi, ^a, ... Pn auf eine (Refultante R jurütffüfjren. — 
S)affeI6e ifl aud^ nocl; t:^unlid[), n^enn 6r nic^t = 0, aber bie 9li^= 
tung i)0n R ju ber Sbene »on 6 parallel ober auf ber 2t je i>on 
6rfenfre(^t ifl; benn aföbann fann man bie ßbene t^on G parallel 
ju jl(^ felbfl bur(^ bie 9?id[)tung 'oou R legen, unb wenn man baö 
Äräftepaar (? in ein anbere« üerwanbelt, beffen Ärafte = Ä jtnb; 
fo fann man biefe« ^aar in ber legten ßbene offenbar fo i^errnd en : 
ba§ eine feiner Ärafte ber 9lefultante R bireft entgegengefe^t 
iji, fo ba§ jl(^ biefe beiben Ärafte aufgeben unb blo« nod^ eine 
ßraft R übrig bleibt, »eld^e ber frühem 9iefultante gleid^ unb i)a= 
rallel ifi, unb folglid^ nur eine 33erlegung biefer JRefuItante an 
einem anbern ^fünfte, o^ne Slenberung il;rer [Rid^tung flattgefunben 
^at. — 2)ie Sebingung : bag bie JRid^tung üon R auf ber Slje 'oon 
G fenfred^t jle^t, ifl befann«i(|i (®. 16, gormel (ij): 

cos a cos a + cos ß cos ß! + cos y cos / = 

ober: 

2.XL,2.YM^2.ZN^(. 
RG^RG^RG 
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fofglid;: L X X + M £ Y + iV Z Ä = 0. 

!Die Sebinguugen: ba§ fic^ bie gegebenen firafle Pj, P^, ... P« 
auf eine einjige SRefuItante jurücf fuhren laffen, flnb alfo: 

R nic^t = 0, 
L 2, X + M 2. Y + N 2. Z=0. 

§. 44, 5(u^ bie ®Iei (jungen bec geraben Sinie, mi^ m\6)ex 
biefe SRefuftante R wirft, laflfen fiel) leidet flnben. »Ratten tt)ir nSmlic^ 
gleid^ Slnfangd irgenb einen $unft i^rer JRid^hmg jum Slnfangö^ 
pnntte ber goorbinaten genommen, fo Ratten mir bloö biefe (Re- 
fnltante fi unb fein Äraftepaar G erl^alten. — SBenn dfo s\ y\ z 
bie Soorbinaten in Sejie^ung auf biefen neuen Slnfang^^unft be* 
jei^nen, fo fjat man bie 33ebingöungdgteid;ungen : 

2. (Zif — Fa"; = 0, 
2. (Xz — Zx') = , 
Z (Yx' — Xy) = 0. 

®inb ferner x\ y\ z bie ßoorbinaten biefe^ neuen 9tnfangö= 
punttt^ in Sejic^ung auf ben früf;ern, fo ^at man s' == jr — s\ 
y'=:y — y\ z' = z — z, unb ujeuu biefe SBert^e in bie Je^= 
ten ©lei^ungen für x\ y\ z" fubfiituirt n^erben: fo ergibt ficl^: 

y 2. Z — z 2. Y = 2. (Zy — Yz) = L, 

z 2.x —s 2. Z = 2. (Xz — Zx) = M, (t) 
X 2. Y —y 2,X= 2.. (Yx — Xy) = iV, 

tt)o x\ y\ z jeßt bie Soorbinaten eine6 beliebigen fünfte« ber 
giidj^tung ber SRefuItante finb. — 3)a man 3 ©leid^ungen \iQitf fo fd^eint 
ed; afö fönnte bie SRefuttante nur an einem fünfte i^rer 8licli)tung 
angebracht »erben. — SBenn man aber bie legten ©leid^ungen refp. 
mit 2. X, 2. F, 2, z multiplicirt unb bie ^robufte jufammenabbirt, 
fo ergibt jtd^ bie ©leic^ung: 

L 2.x + M 2.Y + N 2.Z =0, 

m\i)t mä) ber 33orau6fe^ung : bag ^6) bie gegebenen Ärafte Pi, 
Pa, ... Pn auf eine SRefnItauteÄ jurücffü^rcn laffen, »irflic^ jiatt» 
flnbet. — Die ®Iei(^ungen (*) f!nb alfo nid^t unabbangig j)on 
einanber, fonbern jebe berfelben ifl eine golge aud ben beiben an- 
bern. Srgenb jn^ei biefer Oleid^ungen jlnb mithin bie Gleichungen 
ber geraben giiiie, na(| tt)e(d^er bie {Refultante wirft. — 



§. 49» fRtnw^ä} We gegdenen Äräfte i*,, P^, ... P» ni(S^t 
auf efnc JRefuItttnte bringen laffen, fo fann man fic menigflen« im^- 
mcr auf eine Sticht unb auf ein Ärafte^aar jurüdfu^ten, bejfcn 21 je 
}u ber Slidjftung ber Äroft parallel, ober beffen ßbene baranf 
fenfreti^t iji. — 

2)enn »enn qp ben SBiufet be^eid^net, »eld^en bie 9t je bc« 
Äraftepaareö G mit ber 9li*tung ber Äraft R h^M, fo jerlege man 
G in jwei Komponenten 6rco« qp, Gsin qp, beven 2tjen refp. ju 
i? parallel nnb normal jtnb. @e^t man atebann A unb Gsin <p 
»ieber »ie früher jufammen, fo tt)irb bie firaft R in unveranberter 
Slid^tung Moö in einen anbern 5Punft i)erlegt unb Gsinq) faßt weg. 
6^ bleibt alfo blod eint ^raft B unb ein Ärdftepaar : 

Gco8 q> = Gfcos a cos a + cos ß cos ßl + cos y cos y) 
^ L 2. X + M 2. Y + N 2.Z 

R 

§.46. 35ie ®le{(i()nngen ber [Refultante ß, fo tote bie Ui 
Sbene beö Äraftepaare«, toorauf jic^ bie Ärafte P^, P^, ... P« 
iurütffii^ren lajfen, laffen jld(^ ebenfalls le{(^t flnben» S)enn ba R burdg^ 
ben Stnfangöpunft ge^t, fo jtnb i^re ©leicl^ungen: 

f r r 

X n z . 



cos a cos ß cos y 

ober: 



X y z 



2.x 2. Y 2. Z 

JDa man ferner annel^men fann: ba§ bie Sbene oon G bur(^ 
ben Slnfang^punf t ge^t , unb « , ß\ '/ W SBinfel fmb , tt)el(|ic ein 
^erpenbifel auf berfelben mit ben ßoorbinatenajen bilbet; fo ifl bie 
®tei(i{)ung berfelben: 

X cos a + y cos ß' + z cos / = 0, 
alf : 

Lx + My + Nz' == 0. 

JDie Sebingungen : ba§ bie Sbenc tion G auf ber JWi(^tung 
t)on R fenfre(|)t jle^t, flnb: 

L _ M _ N 
2.X~ 2. Y~ 2.Z 
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§. 47. S)ie ®(etdi^ungen bet Ott^tung ber Wefitltattte A, n>enn 
bie gegebenen Ärafte P» , Pg , . • . P„ auf biefe Ätaft nnb auf ein 
Jh&fte^aat jurücfgefu^tt n>erben f dunen ^ beffen @bene auf bec fRÜf- 
tung ber JStaft JR fenfte^t ijt, fann man au(^ leidgit ermatten* 

2)enn eö fei 0' irgenb ein ^uuft in ber SRicjitung »en ä unb 
^\ y\ «' fwne ßoorbinaten in Sejiel;ung auf ben frühem Slnfangd^ 
punft 0. SSenn man in Sejie^ung auf 0' ebenfo ^erfa^rt^ mie in 
©eiie(>ung auf 0, fo er^lt man eine an 0' »itfenbe tWefuItante ä 
unb ein j{!iäfte!paat O'f bejfen ßbene^auf bet Stiftung ))on R fent 
re^t ijl; fotglii^r 

r _M^ N 

m r, ^f^ iV' ref^. bie ©rößeu: 

bejeii^nen , unb s\ y\ «" bie goorbinaten eine« {punfted in 2)e* 
gie^ung auf o' flnb, folglich x" = x — j^', y" = ir — y» 
*" =s js — jj', unb mithin : 

2. [Z(y-y) -Y(z- z')] 2. [X (z -z')-Z(s- X)] 

YTx -:?. y 

~ 2. Z 

Seftt man x\ y\ z au« bem ©ummcnjei^en 2 ^erau« unb 
Ly My N füt ifyxt SBert^e, fo er^lt man enblid^i für bie gefugten 
Gleichungen: 

Z F , 2. Z , L , 2. X , 2. Z ^ M 



«• 



— y- ^—^ + v-r = '^ V— V — ^- y^-F + 



S. X ^ 2. X^ 2.x 2. Y 2.Y'2.Y 

_ , 2. X , 2^ , jV_ 
~*' iT^""'^ Z Y"*"Z z* 

§♦ 48, 3n §, 45. ^abcn mir burcf) 33erfe^ung ber 9lefuttante 
Ä ba« Äräftejjaar Gsin q> fortgef(^afft — unb wenn R nod(>* 
mate »erfe^t »irb, fo wirb ein neue« Ärafteipaar eingeführt, 
bejfen 51 je auf ber be« ißaare« Gcos (p feufre^t fielet, unb folglich 
mit biefem ju einem grJfieren $aare al« Gcos q> jufammengefe^t 
»erben fann. — !Da« 8lefuÜanten!paar iji folglici^ ein SKinimum, 
wenn feine 3lje gu ber JWefultauteufraft parallel ift wie in §. 45, 
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unb mrb attbann jun>etlen bad ^ au)) t)>aat, fo u^te bte gerabe 
Sinie, na6) »clever R wirft, unb bereu ©leid^ungeu im J^origeu §♦ 
gefunben jtnb, bie Kentralaje genannt — 

§. 49» SBenn bie 9?i*htng ber [Refuttante R niiS&t ju ber Gbene 
bed SRefuItantenpaare« G parallel ifi, unb folglich Ä unb G ni*t 
auf eine einjige ^raft jurri(fgeful;rt werben Mnnen; fo tfl ^\m 
® leicfigewid^te ber gegebenen Ärdfte Pi, P^, ... P„ erforberlic^, 
ba§ einjeln: 

Ä = unb e = 0, 



b. ^. : Z X = 0, Z F = 0, z z = ) 

unb: l.=0, M=0, iV=0) 



W 



ifi. — Uiefelben Sebingung^gleid^ungen be6 ©leic^gewic^^te«! ^at 
man, mnn R = ifl, weil aföbann auä) G = fein mug. — 
SBenn R ju ber Sbene i)on G parallel ijl, fo fann man R unb 
G auf eine einzige, an emen anbern $nnft oerfe^te Äraft R 
bringen — unb jum ©.leidige wiegte ifl erforberlicä^ : bag biefe 
^aft Ä == ifl. Slber wenn Ä = ifi, fo bleibt btoö bad 
Äraftepaar 6r übrig , welcfieö offenbar = fein muß , wenn ®Iei(^- 
gewid^t flattfinben foll. 2Kan fommt alfo wieber auf biefelben Se= 
bingung§gtei(J;ungen (v) beö ®leid[)gewicl)tc$, wet^e auöbrurfen: bag 
bie algebraifc^en ©ummen ber (Komponenten ber gege = 
benen Ärafte nad; brei recf^twinfligen Sljen, fo wie bie 
i|)rer aRomente in Se^iel^nng auf biefelben 2ljen ein- 
jeln = fein muffen. — 

SBenn bie Gräfte P^, Pg, ... auf ein ®i)fiem 'oow feflen 
ÄJrpern wirfen, fo gelten bie ©leic^ungen (v) a\x^ für t>tn ©Icid^* 
gewid^t^jufianb biefe^ S^fiemeö, weil man jld^ im ®leid^gewidbt3= 
jufianbe bie einjetnen Körper be^ ©pfieme^ an ifjren gegenfeitigen 
Serül^rung^punften feji oerbunben b'enfen fann, fo ba§ jte nur 
einen feflen Äörper bilben, wobun^) ba^ ®Ui(^%tmä)t offenbar nid^t 
gefißrt wirb. — • 

§. 50. SBenn ftc^ in bem S^fleme ein fefler ^unft beflnbet, 
fo fann man benfclben jum Slnfangöpunfte nehmen, fo ba§ bie 
{Refultante R bur(3^ ben feflen 5punft aufgehoben wirb, unb folg:^ 
lic^ nur bie SBirfimg be^ *$aareö G bleibt. — ^nm ®lei(f)gewi(^te 
brauet alfo blo^ 

C = 0, 
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t>.^r. i = 0, M=:0, iV = 

ju fein, i. ^. bie algebraifc^cn ©unimen bcr DKomente 
bcr fitdfte iniöcjicl^uug auf brei burd^ bcu fcfteu ^nnf t 
gelegte recl;tn)inflige 3Ijen muffen etnjelu == fein» — 

2)er JDrudf auf ben feften ^mft i]t = R, b, ^. ber= 
felbe, atö iveuu fantmtlid^e Ärafte P^, P3, ... P^ parallel ju |t(^^ 
felbft in ben fejlen $unft verlegt ivürben. — 

§. 51. SBenn fic^ in bem S^ficme eine fejle 91 je beflnbet, fo 
fanu man biefelbe jur 2lje ber z unb irgenb einen il;rer fünfte jum 
Slnfang^punfte nebmen. Slföbann njirb bie SBirfung ber Äraft H, 
fo n)ie bie ber Äraftc^)aare X, M in ben Sbenen ber ^z unb ber xz 
aufgehoben, unb e$ bleibt bloö bie be§ Ärafte^jaareö N in ber 
Sbene ber sy. — JDic einjige 23ebingung be^ ©leic^gett^tc^te^ 
ift atfo in biefem galle: 

b* ^. bie algebraifd{)e Summe ber ÜÄomente ber Ärafte 
in Sejie^ung auf bie fefte 2lje mufi = fein. — 

§. 52. 3)er Drurf auf bie fefte 9lje mirb bargefieHt bur^) 
bie im 3lnfaugöpunfte angebradjte Äraft R unb bie beiben Ärafte= 
paare L, M. — ^a aber R auö ben Komponenten X X, 2. r, 
Z Z beliebt, fo fann man 2. X mit L oereinigen, »eil beut in 
berfelben Sbeue sz liegen, moburcS^ man eine in bem fünfte 

X = -^^ »irfenbe einzelne ftraft Z X erhalt. Sbenfo fann xci^>x 

bie Äraft Z Y mit bem ißaare M »erbinben, tt)oburc^ man eine 

M 

in bem {ßunfte y = - ;^-^ tDirfenbe Äraft 2. Y er^tt. enbli(^ 

^at man noc^ bie in einem beliebigen fünfte ber 9lje ber z ange^ 
bracl;te Äraft Z z, ujelc^e man mit einer ber beiben erften jufam^^ 
menfe^en fann, fo bag fic^ ber 2)ru(f auf bie fefie 2lje in bem all* 
gemeinfien galle auf jtoei Ärafte juriirffü^ren lagt. — 

§. 53, SBenn ftd() in bem ©^fleme eine fefie Slje befinbet, um 
n^elc^e ji^ bajfelbe nid^tbloö bre^en, fonbern lang 6 welcher eö au(^ 
fort gleiten fann; fo jtnb bie 33ebingungen beö ©leid^gewid^ted 
offenbar, xotxvx man biefe 2lje jur 3lje ber z unb irgenb mm 
5ßunft berfelben jum Stnfang^punfte nimmt: 

Z 7 = 0, iV = 0, 



V 



i. ^. ixt algebratfd^e Summe ber SompcdMbentcn bcr je* 
gebenen Äräfte nad^ bcr feflcn Stje, formte bie t^rct 
SWomcnte in Sejte^ung auf biefelbe muffen einjel« 
= fein, 

§. 54* SBcutt bjpei Ärafte an einem feften S^fleme 
angebtadl^t finb, uub baffelbe im ©lei^gemtdpt galten, fi) 
liegen bie JRic^^tungen biefer Ärafte in berfelbett 6bene, 
unb finb entweber pataUtl, ober ge(;en buri^ benfei« 
Bett ^unft — 

sbcnn benft man ftd; tu bcm ®i)fiemc irgenb eine fefle 2tre, 
tt)clc^e jn feiner ber brei Ärafte j)araM ifi unb bie Sflid^timgen 
jroeier bur(^f(l;neibet, fo wirb ia^ ©Icid^getmci^t babnrd[) nic^t ge- 
fiflrt; aber biefe beiben Gräfte werben aufgehoben, fo ba§ bloö bie 
britte Äraft nod^ übrig bleibt, bereu JRic^tung bie fefie 31 je f(^nei:= 
ben, ober ju berfelben vamllel fein mu§, weil ©leic^gemic^t fiatt= 
flnbet. — ÜDie [Richtung biefer brittcn Äraft ifl aber nai) ber Süor= 
auöfe^ung nic^t (parallel i;u ber ganj n)illfurlid;en feflen Sljc; 
f^neibet jte alfo. — SBenn aber je be beliebige, bie 8lid;hmgen ber 
beiben erflen ßrafte fc^neibenbe 9lre auci^ bie JRic^tung ber britteu 
Äraft bur(^fcl;neiben mu5, fo müfl'en biefe brei Ärafterid;tungen not^= 
weubig in berfelben Sbene liegen. — Sie jinb affo entweber alle 
brei JU einanber ))araKcl, ober weuigflenö jwei fc^^neiben flc^. 3n 
bem legten galle fann man [x6) im Durd;fd;nittöj)nnft atö fefl 
beufen, fo iai bie beiben betreffenben Ärafte aufgehoben »erben 
unb an bem ©pfieme blo^ ein fefl er $unft unb eine Äraft bleibt, 
beren Slicbtimg notbu^enbig burd^ biefen $unft ge^cn mu§, »eil m6f 
ber SSorauöfe^ung ©letcfi gemixt jiattjtnbet — 

SBenn man alfo weiß: ia^ tin S^flem »on Äraften einanber 
bad @lei(^gewid;t balten, unb [\ä) auf brei nicijit paiaUt Ärifte 
jurürffubreu laffen, beren 5Rict>timgen folglich burcb benfelben $unft 
gel()en; fo ftnb bie ®lei(j(^gewid;föbebingungen biefel6en,,wie für Ärafte^ 
welche auf benfelben 5punft wirfen, b. ^. bie ÜRomeutenglei = 
4>ungen fallen weg. — 

§. 55. 5tu« §§. 18-53 erhellet: ia^ bie ©leitfigewid^t«'. 
bebingungen offenbar biefelben fein würben, wenn man jlatt 
red^twiufliger ßoorbinatena jeu fcfiiefwinflige angeweubrt 
^atte* — 

@d lägt {tdb fogar leicht geigen: baß biefe ®ieid^gen)i<^t^bebim 
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gungen noä) biefdNn bleiben, mm man bie JCrafite na^i brei belte- 
btjen getaben 8mien gerlegt, welche n\ä)t aUt brei in betfeU 
ben Sbenc liegen nnb »oöon feine gwci ^)arallel ftnb. — 

SJenn bie SonH)onenten X, Y, Z ^bxi^tix blo^ üon ber 9Ji(^ = 
tung ber brei ertua^nten geraben ginien ^b, imb f!nb biefetben, »ie 
für brei i)on bemfelben fünfte ^w^ jn i^nen parallel gezogene 
Soorbinatennjen , fo ba§ alfo JB = 0, b» ^, 

X=0, F = 0, Z=0 

fein niu§ — unb nur nod^ ba« Ärafte))aar G übrig bleibte JBejeid^^ 
nen nun a, ß, y bie SBinfel, welche bie 51 je J)on G mit ben brei 
geba(j(^tcn geraben Sinien bilbet, unb man jerlegt G vx gwei 6om!po= 
nentenpaare, beren Sljen ref^). ju ber erflen biefer fiinien ^araltel 
unb normal fmb; fo ifl bie Summe ber SRomente aller Ärafte \ix 
Sejieffung auf biefe Sinien: 

=: G COS a. 

@« mui folgli(]^: 

G C08 a =0, 

unb ebenfo: G cos ß = 0^ 

G cos Y = 0; 

alfo: 

G = 0, b. ^, Ir = 0, Af = 0, iV = 

fein* — 

§, 55«. SBir »oBen nocf) ben gall betrad^ten, wo P(i^ ein »on 
beliebigen Gräften P^, Pg, ... foHicitirter fcfier fiÄr!per in einem, ober 
in me^rern ^nften auf eine ^orijontale ßbene jifi^t — SBenn 
man biefe ßbene gu ber ber xy nimmt, unb e^ jlnb x\ y; x\ y"; 
^'\ y"y ... bie Soorbinaten ber S3erüfirung«:punfte bed Äörjjerd 
mit ber (gbene, fo tt)ie ß', «', K'\ ... bie !Dru(ffrafte in biefen 
5Punften, alfo — Ä', -- Ä", — ä'", .... bie SReactionen ber 
^htM\ fo f!nb bie ®leid[)gett)i(!j)t«bebingungen : 

X X = 0, Z F = 0, Z Z — Z ä' = ) 
i + Z Ky = 0, itf - Z Hx' = 0, iV = 0. ) ^"^ 

ä8enn ber Äör^jer bie ebene nur in einem 5Punfte ("*, y) 
berührt, fo gibt bie britte ber Oleid^ungen (a) ben in biefem fünfte 
auf bie ebene ausgeübten SDrurf, unb man ^at bie fünf @leid(!= 
gew^tSbebtngungen : 



z j: = 0, z r = 0, 

L + s S. Z — 0, M — x 2. Z = 0, N = 0. 

SBcnn bet fefic Ä6rper bie (S6ene in gwei fünften (*', y'^, 
(x" y") bn&^xt, fo ^at man: 

«y + R'V = - A Ä'^' + «'V' = ilf; 
f olflfif^ : 



// I «^ " 



Ä' = - "*"" + ^^ 



A ff / //' 

yjT — sy 



„ _ jLj:^ -- My 

Mi — — . -"7 77 7 77? 

unb bie ®{ei^9ewi(^tö(ebingun()en jinb: 

z -T = 0, z r = 0, 

^ , . L {x" - x') + M (y" + s'), _ ^ 

yx — xy 

iV = 0. 

SBenn fl(^ bct Äöt^jcr in btci «punften (x\ y), (x", y"), 
(x", y") auf bie ßbcne fiü^t, fo »erben bie SDruifftafte in biefen 
fünften butc^ bie brei ®Iei(^ungen: 

Ä' + ä" -f Ä ' =- X /, 

y+*if +Äy = — Xf, 

Ä'x' + B'V + «"V = M 



* • 

fcefiimmt; uub bie ®Iei(^gctt)ic^töbebingungen flnb: 

2^. x = o, z r == 0, iv= 0. 

2Benn ber fiörper Me ®6enc in me^r al^ brei ^unften be- 
tu^rt, fo pnb bie tu biefen fünften auf biefelbe ^w^tvAitn S)ru(f* 
Mfte un benimmt, ttjeilfteuur burcj^ brei ©leic^ungen t^erbuuben 
jinb; aber bie ©leid^gcmic^föbebtngungen finb noc^: 

z Jf = 0, z y = 0, iv = 0. 

3u ber SBirflid^feit fiubet jcbod^ biefe Unbefiimmtl^eit nid^t 
fiatt , fonbern e^ mu6 t)ielntef;c in {ebem öeru^rung^puufte ein t^iX- 
lig bejlimmter I)ru(f auf bie Sbene auggeübt werbem — 2)iefe 
Unbejiimmt^eit rü^rt ballet: bag bie 6bene ate abfolut flatr unb 
unbtegfam »orau^gefe^t ifl, »a^renb fte in ber 3B{rHtdi)feit hnmer 
me^t ober weniger biegfam ifi» — SBenn man aber biefe Jßiegfamfeit 



in Slcc^nung gießen noiU, fo iDtrb bie SefHmmung ber in ben einjelnen 
33cru^tun8«^)unften fiattflnbenben SDrurffrafte ein fe^t fd^wierigeö 
jproMem, bcjfen allgemeine fiofung luö je^t nod^ nicfit gelungen ifl» — 




Slrbcit — ^rincip bcr öirtucöcn ®cfd^tt)mbigfcitcn. — 

§♦ 56» 3Benn eine firaft P ben 2tngrip:punft J eine^ ®e= 

n){(^teö Q inx^ bte Sänge ..4Ä = Ä in ber 
33ertifale ^F benjegt^ fo fagt man: biefe ßraft 
arbeite — u\xb atö SWag biefer 2tr6eit nimmt 
man ba« iprobuft Q. H, fo ba§ bie ©r^öe 
ober Quantität ber Slrbeit ber firaft P bie- 
fetbe bleibt, toenn biefe^ *$robuft conflant 
r r bleibt — 

9?immt man ndm{i(^ bie ®en)i(f)t«ein^eit 
elf (ein $funb) auf iie ^6i)en'- ober Sangenein^eit 

^ (einen gug) gehoben, atö 2Irbe{töetnI;eit, 

fo ijl leidet einjufe^en : ia^ ia^ ^robuft Q. H 
ber natürJid^e 5tu«bru(f ber 3lrbeit ifl, xoA6)t bem '^eben be6 ®e- 
n>ic()te§ Q auf bie '^ö^e H entfpric^t; benn alöbann ifl bie jum 
^tUw be^ ®en>id^te^ Q auf bie ^obeneiuI)€it erforberlic^e SCrbeit 
= ö, unb folglid^ bie jum .^Atw biefeö ®ett)i(f)te^ um H Sangen- 
einleiten = Q. //. 

Offenbar n^irb m bem Segriffe unb bem ÜÄa§e berSlrbeit 
ni(|)td geanbert, tt>enn man für \>^^ ®en)i(3^t Q eine beliebige • anbere 
SDrudfraft Q fubjlituirt, tt)cl4)e nac^b ^i"^i^ beliebigen 9Kd)tung 
^iV (f, t>{\ gigO n^irft, fo bag, toenn il;r 2lngrip:puuft in i^rer 
eigenen [Richtung burd^ bie Sauge AB = H beujegt mirb, bie 
entfprec^enbe 9lrbeit nod^ = Q, H i% — 

SBenn alfo allgemein ber 2tngrippunft einer jietigen SDrucf- 
fraft P in il;rer eigenen {Richtung burd^ eine Sauge = H be- 
legt toirb, fo ijl bie entfpre($eube Ciuantitat Slrbeit = P. H, 
unb jnjar foK fte ate ))ofitii^, ober negatio genommen werben, 
jena^bem bie Semcgung be^ 5tngrifföpunfteö mit ber 2)rudEfraft nac^ 
bemfelben, ober nad^ entgegengefe^tem Sinne gerid^tet ift, — 
§. 57, SBenn bie fiet« ju [\d) felbfi parallel bleibenbe m<i)^ 
tung ber Äraft P mit ber, nad; tt>eld;er i^r 2(ngrifföpunft A 
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beiDegt mxif einen SBiuM o bitbet; 
fo fann man fl(^ biefc Äcaft P in jwei 
Scmponenten P cos a^ P sin a jer* 
legt benfen» 2ltöbann ijl bie ber legten 
Komponente entfprec^enbe Duantitat 
» Strbeit = 0, weil bie mä) i^rer 9?icl;= 
tnng gefd^a^te Bewegung beö 2ln- 
grippnnfte^ = ifi (§: 13.) , nnb 
bie ber erjien Komponente entfprec^enbe Dnantitat 3lrbeit ifi = 
F cos a. AB = P. JB cos a = P. AN ^ b, ^. gleicj) bem Jßros 
bufte an^ ber Äraft P unb ber ^tSrojeftion be^ 2Begeö beö Slngrip- 
puntte^ auf bie 9lid}tung ber Äraft P, ober an^ glei^ bem ipro= 
bufte auö ber Sänge be^ SBege^ beö 2lngrippunfte§ nnb ber 
*Projeftion ber Äraft anf bie 9?i(|)tung biefeö SBegeö. — JDiefe 
Duantitat 2lrbeit ijl pofitit>, ober negatiii, jenacl^bem bie 5lJro= 
ieftion bea SBege« beö 2lngriffdpnnfte^ auf bie 9lic(;tung ber Äraft 
felbfl, ober auf i^re 33crldngernng faßt — 

§• 58. 3Bir %^ht\\ l;ier ben Segriff ber 2lr6eit Moö in bem 
fpecietten %OiVit ju betrachten, mo ber i^on bem Slngrippunfte ber 
Kraft befiS^riebene SBeg u neu blieb flein ifi, alfo immer atö eine 
gerabe ßinie httx^i^id iverben fann* 3n biefem galle fann fowo^l 
bie Sntenfitat, wie \)\t tRicl;tung ber Äraft alö un»eranberli^ 
an^eft^en werben, wie bie unenblid^ Heine 33errucfung beö 2lngr{p= 
pnnfteö au(i^ fonft bef^affen fein mag. — Da^ $robuft an6 ber 
Äraft unb au^ ber $rojeftion beö unenblid; fleinen SBege^ i^re^ 
2lngriff6punfte^ auf i^re eigene Otidjjtung l;eiöt il;r Slrbeit^elemcnt, 
ober if)t öirtuclle^ SRoment — unb bie nnenblic^ flcine 93er ^^ 
riidfung beö Stngriff^punfteö bie i^irtuelle ©efd^winbigfeit 
bejfelben, weld[)e aber gu ber Äraft P in gar feiner Sejie^iing fielet 
— unb \><{^ SBort „xur tu eil" fott anbeuten: bag ^ier nic^t »on 
wkflid^en, fonbern nur i^on möglichen Bewegungen t>xt 3lebe 
ijl. — SKan benft fi^) blo^ eine unenbliti^ geringe Störung 
bea ®Ieid^gewi(3^teö , um fo eine 33ebingung§gleid^ung für ba^ 
®leid)gewi(bt felbfl ju erlangen. — 3eboc^ muffen auc^ bie unenblidf^ 
fleinen SSerrüdungen mit ben Sebingungen beö S^fleme^ t> ertrag^ 
lic^ fein, xo^^ jebeömal ber gaU ijl, wenn auc^ bie gerabe tni^ 
gegengefe^te Bewegung bed Slngrippunfte^ möglid^ ifi. — 
SBenn g. 33. ber 9tngrippunft einer Äraft auf einer glad()e bleiben 
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mu§, fo t^ eine SSerrurfuug beffclBen na6) Ux Slormde unju- 
laffig. — 

§, 59. SWtt^uIfe bedSeflriffe« beö SlrbeiföcJemente« ober 
beö »irtuctfen SRotnentc« Ia§t ftc^ nun leicht bte allgcmeinflc 
Scbingung«g(ci^nng für baö ®Ici^ge»i(|)t beliebiger 
Ärafte finben, mii)t 1) auf einen materiellen Jßunlt, 2) auf einen 
fejlenÄör^jer, ober 3) auf ein ®t)flem folcber Äorper mirfem — 
1) SBenn bie ÄraftePi, Pg, P^, ... auf benfelben materiet^ 

len 5punft ^ »irfen, fo fei JJ^ = rf» 
ba^ unenblid^ Keine SBegelement ober bie 
t^irtuette ©efc^mnbigfeit bejfetben, M bie 
SRefuÜante, & ber SBinfel, melcf^en t^re 
{Richtung mit ber von ds, b. I;. mit JN 
1 biJbet, weJdbe gerabe Sinie wir jur ißro» 
ieftionöaje nehmen u^oKen, unb 0^, ©j, 
©3, ... feien bie SBinfel , welche bie 
JRid^tungen ber itrafte P^, Pg, Pa, ... 
mit ^iVbilben, fomie r, /;^, /^g, ;>3, ... 
refp. bie ^rojeftioneu )i>on ds auf bie SRidSitungen »on ä, Pj, p^, 
Pa» ••• 3^ri^9^ ^^w nun jebe biefer Ärafte nac^ ben brei retS^t* 
»infligen 2ljeu ÄXj Ay^ Az^ welche mit Alii bie SBtnfel a^ b^ c 
bilben; fo ^at man nadj^ §»20: 

R C08 ^ = 5 (P €08 0J==:(SX) COS O + (SY) COS h + (2Z) cos Cy 

alf : 

Ecasa ds =:2 (Pcos ds) 

= 2(Xco8 adsj +2 (Y cos b ds) + S fZ cos c ds), 
b. ^.: 

R.r = 2 (P.p) =i 2 (Xds) + 2 (Y dy) + 2 (Z dz) 

= 2 {X ds + Y dy + Z dz). 

• 

©ollen bie Ärafte Pi, P», Pg» ... im ®lei(^gett)ic^te fein, 
fo mu6 bie 9lefultante Ä = fein, unb folglidji ifl bie gefud^te 33e^ 
binguug be^ ®lei(^gett)i4)te$ : 

2 fP. p) = 2 fX ds + X dy + Z dz) = 0, (a) 

b. ^. bie algebraif(3^e Summe ber oirtuellen üRomente 
ober ber ?trbettöelement'e ber Ärafte P,, P», Pa> ••• ^^^^ 
bie ber Som^onenten berfelbenua4> brei red^ttt)infligen 
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Sljeu mug==0 fein. — 'hierin befielt ba^^princip ber int* 
tucUcn ®cfd)tt.nnbigfcttcn, ober richtiger : ba^ 5prtnci!p ber 
virtuellen SKomente ober ber 3(rbeit^elemente. — 

2) 2öenu bie Gräfte P^,P^,P^, ... auf \) er f^i ebene fünfte 

^^, ^3, A^, ... beffelOen fejlen Äorper^ 
wirfen, fo entfielen wai) ben 23erlnnbuug§linien 

A^^Ac^, -^1 ^3 9 .., A.^A.^^ fogenanute 

ijia Spannungen, b. I;. Ärafte, meiere ^)tefe 
aI" ' i^r^ JJinien ju i^erlangern, ober ju tjerfürjen 
fireben, nn\> \t>di)c tu SSerbinbuug mit P^, P.^, ... baö @leid[)g erntest 
t;erjieUeu, fo bag, njenn ber gauje Äorpcr im ©leic^gemicbtc ifl, auc^ 
jeber eiujelne Slngrippuuft -^i, A.^, ... für jtd; unter ber SBirfung 
ber betreffenbeu Äraft unb Spannungen im ®Ieic^gcu)ic[;te ift. — 

SBirb nun ber Körper uuenblid) menig auö feiner ®lei(^gcunc{)t^- 
läge entfernt, fo baß j. S. bie ßinie ÄyA.^ in bie ßage A' Ä' fommt, 

fo jinb bie ^rojeftionen ber inrtueflen ®efd;unn- 
bigfeiten oon A^ unb A.^ auf ^^igeinan^ 
ber glei^. I)enn legt man burd^ A^ eine auf 
A^A.^ feufrec[;te ßbene, fallt auf biefelbe bie *^er= 
penbifel Jd^ Ä'a \xx(b jiel)t A'C parallel ju aa" ; 
fo ifl offenbar bie a3errütfuug i^on A^ in ber SRicJ^- 
tuug x>o\\ ^1^3 gleid; A'a , unb bie X}i>\\ A^ w^i) berfelben 9ii^= 
tung gef(|a^t: 

= A"d' — ^1 -^a ^=^ Ad -j- 4"C — -^r^a 
= Ad + A A' cos ÄA"C — - A^ A.^ 
= Ad — AA' (1 — cos AM'C) 

= Ad . 

weil ber Sinu^i>erfuö eineö unenblid; Keinen SBinfelö A'Ä'C ein un- 
enblid^ Äleineö jn)eiter Drbnung ifl. — - 2)ie Spannungen, ml^t 
lang^ Ä^ A^ auf il| unb .43 toirfen, finb aber offenbar einanber 
gleid[) unb entgegen gefegt; folglid; ifl bie algebraifc^e Summe 
iljrer i)irtuellen 2)iomente =0, roeil ua(^ beut eben 23en)iefenen 
bie ^rojeftionen ber mrtuellen ®efd;tDinbigfeiten pon ^^ unb A,^ auf 
A^A^, b. ^. auf bie 9Jid;tung ber Spannungen, einanber gleid) 
finb. — Sbenfo jtub bie algebraifc^en Summen ber mrtuellen 9Ko* 
mente i^on je jn^ei ber übrigen uad; berfelben geraben ßinie gerichte- 
ten Spannungen = 0. Sejei^nen alfo T^, T3, T3, ... bie nac^ 

4 
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^,^2' ^3^3' ••• gerichteten ©^aummgeit, wnb t^^ t^^ t^^ ... bie 
^Projeftionen ber lurtuelkn ®ef(I;mnbigfeiten i)on i^, A.^, A.^, ... 
auf bie 9'iic[;tuttgen biefer Spannungen; fo I;at man nad^ 9ir. 1. für 
ia^ ®Iei^gett)id[)t ber einzelnen 2lngriff$!punfte A^^ A^^ ^3, ... : 

P,V, + 2^ (T.t) = 

P2P, + 2, (T.t) = 0} (Ö) 

t'^Ps + ^3 (T.t) = 



Stbbirt man nun i)ic -©leicbungen (ß), fo muffen jt^ bie @(ie= 
ber ber Summen -2'^, T^, 2^^ ... nac^ bem »orfjin ©efagten ^)aar= 
weife aufgeben, unb e^ bleibt nur: 

= 2 (Xda: + Ydy + Zdz) = 0. (a) 

3) SBenn bie Gräfte P^, P^, Pg, .... auf »erfd&iebene fejle 
.^or:per nnrfen, n)etc()e ein unt)eranberli(^e^ ®t)jlem bitben, in= 
bem jle ftcfj gegen fefte ^Punfte, Suri)en, ober glad^en, ober gegen 
einanber felbjl ftü^en, u. f. to. ; fo iji im ©leid^gemi^tgjufianbe be^ 
ganjen ©^fleme^ and; jeber einjelne 2:f)eil beffelben unter ber SBir= 
fung ber baran angebracl;ten äußeren Gräfte unb ber entjie^iJnben 
©pannungen, 9?eactionen, u. f» w. für fici^ im ©lei^gemi^te. — 
SBirb nun \>(x^ ®t)jlem unenblid; tt)enig au^ feiner @Iei(|gett)ic^tö= 
läge entfernt, fo ifi, n)ie n)ir beVeitö gefe^en ^aben, bie algebraifc^e 
©umme ber virtuellen SKomente ber @!pannungen = 0, unb e« 
laßt ftc^ Ieid[)t jeigen : baß aucb bie ben (Weactionen, u. f. xo. entf))re- 
^enben mrtueHen äWomente ober Slrbeit^elemente = 0, ober un= 
enbli^ Heine ©roßen jweiter Drbnung ftnb, unb folglich ni^t in 
Betraft fommen. 

©tfi^t flc|> j. 23. m %{)t\i beö ®t)fleme$ mit einer »oHfommen 

polirten glad^e PA gegen einen feflen ^ßunft 
Af fo \khi biefer ^unft nac^ ber 9iormaIe 
AR ber glac^e eine Sleaction R au^, unb 
njenn man ben betrad^teten J^eil unenbtic^ 
menig i^errucft, iebocf) fo, baß bie glac^e 
PA jlet^ mit bem feflen jpunfte .4 in 23 c^^ 
ru^rung bleibt, unb ber $unft^ in bie 
gagc Ä f ommt ; fo ift \><\^ mrtuelle a^oment 
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== B. A.i. cos RAA' = Ä. AA\ sin PAA\ b, }), eine unenMidS) 
Keine ®rö§c jtDeiter Drbmmg, rt>tl^t ni^t in 23etra(^t fommt — 
SBeun |lc^ ein Äorper be^ Spjleme^ mit einec J>onfommett glat- 
ten Dl>erfIa(I;e PA gegen eine ebenfalls 
öollfornmen glatte frnmme fitnie ober 
gfad^e QA flfifet, fo entfielt im »e- 
rü^tnngö^nnfte A mä) ber 9iormaIe eine 
SReaction R, nnb njenn man biefen Äör^^ 
))er nnenbltd^ wenig »errudft, fo ba§ 
feine 33erii^rung6fla^e in bie 8age PbÄ 
tommtf B ber neue 93erü^rungö^3unft 
nnb A' bie nene Sage üon ^ iji; fo 
ifl baö in'rtueDe aWoment »on R = R. BÄ. sin ABAt, b. \). mieber 
ein nnenblici^ ^leineö jn>etter'Drbnung. — 

SBeun jt^ enbli^ jwei Steile beö ®i>jleme)^ mit »oDfommen 

^jolirten Oberflächen MAN^ OAQ gegen ein- 
anber finden, fo entließen nac^ ber JRic^tung 
ber gemeinf(|aftlid^en Siormale RR' im Se- 
rü^rungö^)unfte A jn^ei glei(^e nnb entgegen^' 
gefegte SDrurffrafte R = R\ nnb ttjenn man 
beibe J^eÜe unenblic^ menig »errurft, {nbem,j!e 
aber mit einanber in ©erü^rung bleiben; 
fo jlnb bie' inrtueKen SWomente »on R unb 
R' offenbar einanber gteic^ nnb oon entgegen- 

gejfe^ten 3^i<^^tt / ^^^ ^^^^ Summe = 0. 

hieraus erteilet: bag bie tnrtneDen ÜRomente ober 2frbett^* 
etemente ber tun er n Ärafte (®:pannungen , JReactionen, u. f. »♦) 
nid^t in ber ©leid^mg ber virtuellen SWomente ijorfommen Wnnen, 
nnb bag fotglici^ bie ®Iei(!^ung («) an^ für ba« ®Iei(3^gett)id^t eine« 
nn\)eranberti(|>en S^flemeö r>on fejlen Äör^)ern gilt — I)a3 
^rincip ber t^irtuellen ©ef^mnbigfeiten, ober ^ieimt^t ber inrtuelfen 
ajfomeute gen^a^rt alfo beu »efentßd^en SßortI;eiI, bag eö bie (SUid)- 
gcn>t(f)t6bebingungen ber auf ein fefleö ®t)fiem mirfenben au gern 
Ärafte P^, P55, P3, ... giDt, o^ne t>a^ man bie in im ©^fleme 
entjie^tnben innern Gräfte gu betrad^ten brandet, infofern eö ^ä) 
bloö um bie ®Ieid;gett)i^t^bebingungen ^aubelt. — 

§, 60. S)er Buf^iKW^^w^^ng jwifd^en ben 9tngrifföpunften ^1, 
A^f A^^ ... ber Ärafte lagt jic^ immer burc^ eine, ober mehrere 

'4* 
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©Jeic^ungcu än)ifd)eu ben Koorbiuaten ^i^y^y z^; ^2, y^^ z.^; .... 
berfel6eu auöbrutfen. (5^ feien j. 93»: 

L^ =0, Lg =0, L^ = 0, ...1 (//i) 

biefc ®Ieid;imgeu, wo X^, jL^» ^3» ••• gegebene gnnftionen ber 

Soorbinaten s^, yi, z^; s.^, , ober einiger berfelkn pnb; fo 

muffen mtc^ bie ä3ertf;e Si -^-ds^, y^ + dy^, «i + dz^^; 

•^2 + ^-^2» yz + äy.^y Den ®Ieicj)nngen (m) genügen, n^eil 

bie nnenblic^ fleinen 33errüdfnngen ber 2lngrip:punfte mit ben 23e-- 
bingnngen be$ ©^jleme^ nacf; ber 23oran$fe^nng t^ertraglid; [ein 
mnjfen» 3Öian tjat ba^er aud; bie ®Ieid;ungen: 

r/X^ f/X, f/Xi , , - A 

rf^ '^•^' + rf^ ''^' + rfTT '^^^ + ••• = 0' 

^ rf^, + ^ rf^, + ^ rf,^ + ... = 

33ermittel|i biefer ©lei^jnngen (w) eliminirt man am ber ©lei- 
^nng (a) fo inele ber ©rögen ds^^ dy^j dz^; dx^^ dy^^ .... , ate 
\)(\^ ®9flem («) ©leic^nngen bat; fo fuib bie in («) no^ prnrfblei- 
benben biefer @ro§en i^on einanber nnabl;angig, nnb man mu§ fo(g== 
\\6i ifjre Soefficienten einjeln = fe^en, wobnrc^ man alle ©leid^un- 
gen für baö ®Ieid;gen)i(j^t be^ Sp^emeö erhalt. — SBenn bie 2ln=^ 
grip))unfte A^, J^^ A.^^ ..., b. {). bie SBert^e \^\\ s^, y^^ zi; 
•^a» y-ii ^ay -^3 ? ••• gegeben finb, fo muffen bie Som!ponenten 
JTi, y^, Z,; X^, ... ber Gräfte l\. R^. F^, ... biefen ®tei^ 
(^nngen beö ®Ieid?gen)ic^teö genügen» — SBenn bagegen bie Ärafte 
ber ®ro§c nnb Sti^tnng nac^ gegeben ffnb, >mb t>ie Slngriff^^^ 
pmxtttf b» ^. t>k 9BertI)e \)on a:^, ^j, j^i; j^a» ^a* ••• g^fwd[)t 
njerben; fo geben biefelben ®(eid;ungen in Süerbinbnng mit (m) biefe 
SBertlje, — 

SBerben j» 23. bie ®leic^gen)id[)töbebingnngen für einen materieDen 
^unft, n^el^er jiet^ anf einer i^ottfommen glatten glacfee z=f[s, y) 
bleiben mnß, gefn^t, )^c\m beliebige Ärafte P^, P^, ^a» ••• ^^^f 
benfelben n>irfen, beren Komponenten nac^ brei red^tmnfligen Stjen 
2. X, 2. y, 2. z ftnb; fo gibt bie ®lei(^nng z =f (x,y) bnrd; 
SDifferenjiirung : 
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dz =z J- dx + ~- dy, 
ax ay 

unb njcnn ntait biefcu SBcrtt; 'con dz in bie ®(cicf;unc5: 

2, (Xds + Ydy + Z dz) = 

ber üirtueKen 2Äomcntc fubflitwirt, fo erl;aU mau: 

(2. X + 2.Z^-^J dx + (2.Y + 2,Z il) dy = 0; 

fotgIi(S^r mil dx unb dy unab^angic< »ou einrtnber jtnb: 

Z JT + ZZ^ = 0, 

dx 

afö btc ©leic^ungen bcö ©leic^gcmic^Jtcö» 

SBare btc ©leid^ung bcr glac^c, worauf \>n materielle $unft 
fletö bleiben mu§, unter ber gorm f (x, y, z) = gegeben, fo 
tt>dre : 

df d2 

dz = — -7- dx — — dy, 
df df ^' 

dz dz 

unb njenn man biefen SBert^ in bie ©leii^ung ber t^irtuellen 
aWomente fubfütuirt; fo ergeben jtd; W beiben ®Ieic[;ungen be^ 
®leic(;getDic^teö : 

2. X — ZZ— ==:0 

'^' dz ' dx ' 

dz ay 

Ueberl)au))t muB man bei ber SlntDcnbung ber ®leicl)ung ber 
mrtuellen äWomente («) nadb ber geometrif^en 23efd;affeut)eit beö 

©pftemeö i^on ben ®roöen dx^y dy^, d^^, ober p^, p^y p^s ... 

fo mlc aU möglid; al^ Functionen ber übrigen ju finben fucfien 
unb i^re SCu^brucfe in bie ©leicbung («) fubfiituiren, — ®e^t man 
alöbann bie Soefficienten ber in ber ®Iei(I;ung («) nod^ t)orfommen= 
tcn biefer ®rö§en einzeln = 0, fo erhalt man bie äefud;ten ®Iei^ 
(jungen beö @teid[)geuncbte^» — 
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, Ucbrigend ge^t auö bcm Sor^ecge^eltben Mar ^erüot: ba§ ba« 
$rincip bcr »irtuclteit ©cfd^minbtgfetten, ober »tclmc^c ber 
»ittuetlctt aSomente, nur für uncnblid^ ft eine 33er rucfungen 
— unb jttjar nur Hd auf unenblic]^ Heine ®rogen jn^eiter Drbnung 
rid^tig ijJ. — 

ÜJlittelpunft paraacicr Gräfte. — ®(i^it)er^)unft. — 

§♦ 6L 6ö feten Pi, P^, P^, ... Gräfte, wetd^e im ?Rciume 
beliebige, aber unter ^i^ iparaUete Stiftungen l^aben, ^i, j/j, «i,- 
^s»> y8> ^3* ^3» Va» ^3' ••• ^^^ Soorbinaten i^rer 2lngrip)>unfte 

•^i> "^2' -"3* ••• ^1» ^a » ^8> •••• *^te 

jf /' ^tojeftionen ber le^tern auf bie @bene 
// ber jry unb s, y, z; x' , y\ %'; j.. bie 

Soorbinaten ber 2lngriff«^)unfte B^, B^, ... 

ber 9?efultanten au^ P^ unb P,, au« 

Pj, Pa unb P3, ..•.; fo ^at man, menn 
c & ben Sleigungöwinfel \>on Ä^Aj^ gegen 

bie Sbene ber sy bejeid^net: 

/ — jSi =5= A^B^ sin 0, 
Zg — z' = A^ Bi sin 0, 




f otglid? : 

»otauö folgt: 

CPj + P»)' =Pi'i + P»H' («) 

ebenfo l)at man für bie JRefMftante fl, = P, + p, unb bie 
britte Äraft Pg : 



(Ä, + P3) «" = Ä. i" + P, 



a *3 » 



3 *3 



b. ^.: (P, + i», + P3) * = C^. + ^»; "' + p 

= p, «, + P, «, + Pg *a, tocgen («). 

%hfyct man auf biefe SBetfe fort, fo ecp(t man, wenn s, y, i 
bie Soorbinateti be« ^ngttp)>unfted bet (Refuitante mi allen ge^' 
gereuen Gräften P^, P», Pg, ... kjeicfinen : 
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ober fürjer : 2. P.l = X (P z). 

(Sbenfo fatibe mai^: 2. P^ = 2. (Pyh) (ß) 
unb: 2. P.s=: 2. (Px). 

gut bic goorbinatcn s, y, z bc§ 9lngnp:punftcg bcr 9?efuUantc 
aller gegebenen Gräfte ])^i man folglrc^ bie SSert^e: 

ttjorin bloö bie Sntenfitaten btefer Ärafte nnb bie Soorbinaten i^rer 

Slngrippunfte ijorfontmen, fo bag man für x, y, z fletö biefelben 
SBertl;e erl^dlt, me jlc^ aud; bie 9fli(5^tung ber Ärafte anbern 
mag, wofern jie nnr nnter jl^ iparallel^vfo wie i^re Sntenjttatcn 
unb 2(ngrippunfte ungeanbert bleiben» -V 3)ie JWefuItante ge{)t 

alfo jletö burd^ benfelben ^unft (s, y, z), wenn [x6) bie Gräfte, 
inbem jte nnter [\ä) :))arallel bleiben, um i^re 3lngrip:punfte bre= 
^en, weö^^alb berfelbe ber 3Kittetpunft ber ))arallelen Ärafte ge= 
nannt w'irb» (§. 24.) — 

2tuö ben ®Ieid;f;eiten (ß) folgt: \>iX^ bie Summe ber 2Ko = 
mente beliebiger paxaUtt Ärdfte in 35ejie:^ung auf tint 
beliebige Sbene bemOKomente i^rer JWefultante in Se^- 
gief)uug auf biefelbe Sbene gleid^) ijl. -r- ®e^t alfo biefe 
Sbene burc^ ben aWittel:punft ber :paranelen Ärafte, fo ifl offene 
bar ba^ 3Woment ber JRefultante, unb folglii^ auci^ bie Summe ber 
SJiomente ber Ärafte in 93ejiel;ung auf biefe ©bene glei^ IRuM — 

SBenn Z P = iji, fo werben bie Sluöbrücfe (/) unenblid^, 
b. )). e^ gibt aföbann feinen DKittelpunft ber paraHelen Ärdfte mel^r. — 

§. 62. 2lu§ ber ^\)[xt ifl befannt: bag bie Schwere ober 
©(!{) wer traft auf alle Äor^^er, unb folglid^ auc^ auf i^re fteinfien 
3:i)eildS)en (2ltome) mit gleid^er Stdrfe wirft. — SBenn alfo g bie 
Sntenjttat ber Schwere an einem gewijfen Drte (jte dnbert jld^ be^- 
fanntlic^ mit biefem), Mbie SWaffe, fF ia^ ©ewic^t, V ia^ 
Sßolumen unb q bie I)ic^tigfeit eineö Äorper^ bejei(f;net; fo 
t;at man folgenbe ©leic^ungen: 

M = Q.Vy Tr = gM=gQF. 

§. 63* 35a ferner bie JRic^tungen, nac^ welken bie Schwere auf 
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bie »crf(!()iebeneu St)eil(^en cineö Äörpcr^ xmtt, alle burd^ ben Ttxt^ 
tclpunft bfr 6rbe c^e^tw, fo fönuc« fie njcvjeu ber grogen Sntfer- 
nnncj i^reö 3?urc()f(I;iuttö))nnftcS gegen bie 2)tmeti^nen ber ÄJrper, 
iDetd;e man geiDi5()nIi(i^ l»etrad;tW, of;ne merf{ict;en gel)Ier aU ))ar al- 
le! angefel;en tverben, fo ia^ alfo anf bie i^erfd[)iebenen 2I;eiId^en 
eined Äör))er« wegen ber ® eifere gleiche parallele Ärafte mr^ 
fen, beren Sutcnfitvit an bemfclben Drte conflant Meibt. — «^ieran^ 
erhellet, baß e^ in jebem Körper einen ißmift aeben muß, tnxä) 
\u\ä)c\\ bie SRefnUante an^ icn SBirfnngen ber ®d;n>^e anf aUe J^eil= 
6)en beö Ä5v:perö in jeber Sage' be^ le^tern (^ejlanrig ge^t, H)elcf;er 
^Pnnft ber ®d;n)crpnnft be§ Äürj^erö genannt wirb. — ©eine 
8age in bem Äorper ifi offenbar i^on ber Sntenfitat ber ©d^jwere 
una(vl;angig; benn bcnft man fid; ben Äörper in feine n gl ei* 
(j^en ^tome, jebeö von/ber SWaffe m, gett;eiU, fo ijl bie auf iebeü 
biefer S^eilc^en i^on bA (Z6)\y>nt anSgeubte Äraft = mg unb wenn 
bie Soorbinaten ber 3Ingrifföpunfte refp. mit j^^, t/p i^; j^^, 2/3, «3,-.... 
bejeic^net »erben, fo ^at man nad^ ben gonneln (/) für bie 6oor= 

binaten j;, y» z ht^ ©c^merpunfte^ be§ Äorper«: 






n 
unb ebenfo: 

V = Vi + ^a -f ^3 + -" 

7 ^1 4- ^a + ^3 "H * '" 

jS ==: ——————— ^————— — . 

71 

§. 64. SBicb ber Sc^werpnnft eineö Äorper^ feji gemad^t, 
fo iji ber fiörper unter ber alleinigen SBirfung ber Schwere in ie = 
ber Sage im @IeidE)genu(5^te, weil bie Otefultante an^ allen ßin- 
wirfungen ber ®d;wcre auf bie i^erfd;iebenen S^eilc^en beö Äorper^, 
b. l;. ba^ ®ewtd;t bejfelten, burdj) ben fefien ^wwli anfgeljo-- 
bcn wirb. — 

2)er Äorper ifl au^ im ©leic^gewi^te , wenn ber fefle jpunft 
ni(^t in bem ©c^werpunfte, fonbern in irgcnb einem anbern ^ßunfte 
ber burc^ ben ©c^werpunft ge^enben 93ertifale liegt. — 

2)ie Seflimmung be§ ©(i^werpunfte^ ber ^c^rper ijl befonber« 
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l)e«l;alb fo tDicf^tig, »eil man jt^ i^r ®em6)t in bcm ©(^»erpunftc 
aitflcbraci^t beufcu, wub bann bei irgenb einer Unterfnd^unj i^on ben 
Äcr))ern abjira^iren fann, — 

§, 65» SBenn man einen Äor:per i^on ber ÜKajfc M in t>er- 
[(^tebcne Steile i^on ben SKajfen m^, m^, m^, — jertfjeilt, fo bag: 

ifi, unb bie ßoorbinaten ber Sc^trerpnnftc biefer J^eile jtnb refp. 

^i> yi' ^if ^a> ya» -8^ •.••; («> M ^^w für bie ßoorbinaten x, y, s 
beö ®d;M)erpunfte^ beö ganjen Äßr^er^ nad& ben ©leid^nngen iy) : 

~ _ ^m^. x^ -f gm.,. Ja + g^3 ^3 + -«- 
^m^ + gm.^ + ^m3 + .... 
m^,x^ + mj.jg + mg. 0*3 + .... 

»»1+^2+ Wj + ..... 

JS*. (m,x) 
^. m 

unb ebenfo: 

- -^, (fn.y) ' - 2". (m,z) 

y = —^ -. ^ = — V -' 

2, m -2,, m 

28enn 9^, (^3, (»3, — bie SDi^tigfeiten unb r^, r^, «3, — 
bie Uoinmen ber SWaffen m,, m^, m^, ... bejeict;ncn; fo ^at man: 



^i = (»i«^i» ^z^Qi'^i^ fn^ = Q^V^, 



folglich : 

Ql Vi + q.^v.^ + q^v^ + .... 

2. (q V. x) 

~~^' (qv) ' 

unb ebenfo: ) (S) 

,7 _ 2._(QjKjy) - _ 2. (q V. z) 
y - I. (g V) ' - - Z Uv) 

SBenn (>j = (^^ = (»^ == ... b» ^. bie ganjc üRaffe M bo- 
mögen iji, fo tritt ber confiante gactor q au^ bem Summen- 
jeid^en 2 ^erau^ unb l)ebt jtd^ im ^^\n unb Slenner, fo ba§ 
man I)at: 
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~_ S. (v. J7) -_ 2. (v, y) -_ 2. (v, z) 

_ 2. (v.s) _ 2. (v. y) _ 2. (v. z) ^ ^ ^ 

— y — V V 

§» 66. aßenn man bic SWaffe M afö eine fietige betra(3[)ten 
fann, unb man benft jle ftc^ in nnenblid^ ficine Elemente dm 
ober i^r 33oInmen F in unenblid; f leine Elemente dv jetlegt, fo 
!ann man jeben ißunft von do atö \>txi ©c^trerpnnft oon dm it^ 
tcad;ten, n)eil bie goorbinaten Xy y, z ber i3erfd)iebenen ^pnnfte t^on 
dv ftcl mir nm nncnbli^ fleine ©rögen i^on einanber nnterf^ei-- 
i)en. — 3n biefem gatle ge^en offenbar bie gormein (d) in folgenbe 
über: 

-^JQ^dv ^ - ^ Jq y dv ^ j ^ ,/>2_c^^ (^^ 

unb bie ©leic^nngen (^) in folgenbe: 

•^- 7^' ^ - fdv ' ' - fdv ^ ^ 
3n biefen ?5ormeIn mng man fe^en: 



dv 



=*=v/>+e-!)'*. 



^ü = dF == da: dy, 
dv = dx, dy. dz^ 

iena(^bem eö ftd[) nm bie Sejiimmnng beö ®d;n)er))nnfte§ beö 23 o- 
geng einer (Surije i)on einfad;er, ober bo))petter Krümmung, ber 
glai^e einer ebenen Surt^e, ober einer frummen Dberfla^e, .ober 
enbli^ beö Solnmenö eineö Äör^jer^ f;anbelt. — 

6« t^erfle^t ftd& tH>n felbfl: baß »on einem ®d;n}er))nnfte einer 
Sinie, einer %U\^e unb eine« Solumen« nur infofern bie Siebe' 
fein fann, afö man f\ä) in allen i^ren fünften gleiche ^jaratlele 
Gräfte angebra^t, benft. — 

§. 67. SBenn ein mx^cx, ober ein ®#em »on Äör^)ern un= 



tec ber aQeiilgen Sttfung ber S^mu im ®tti^%e)»i<l^tt i% fo 

ifl Mc ^ö^c z feinet ©d^n^erpunftc^ über einer fefien ^orijontaleu 
@bene, m\i)t man immer afö bie ber ocy betrad^ten fann, fo ia^ 
bie z »ertifal jtnb, im Sittgemeinen ein SWajimnm, ober ein 
üKinimum» — 

2)enn menn w^ = m^gy w^ z^m^g, w.^ =zm^g, — 
bie ®e»id^te biefer Äc^rper jinb, fo ifl nad^ bem 23orI)erge^enbcn : 

-_ w^ z^ + w^ ^a + »^a ^:^ + -"' . 
*^i + «^3 + '^a + 

Srfal)rt nun baö ©ijjlem eine mit feiner 33ef(f)affenl;ett ijertrag:: 
\\^t unenbK^ Heine SJerrüdtnng, fo ba§ z, z^, z^, z.^, ... refp» in 
7 + dz, Zi + dzy, Zg + &g, .... übergel;en; fo ^at man: 

- , ,- ' ^i(^\ +d^i) +^z (^'^+dzj -\- M?3 (z^ + dz.J + .. . 

Z "+• (IZ =s ■; j ; » 

• «'i + «^2 + «^3 + 

f olgli^ : 

- tr^ dzj^ + 1^3 dz^ + w^dz.^ + .... 

uZ =? j p ii '— 

M^l + t^a + f«^3 + .... 

_ ^ (tg. dz) 

35a nun nad; bem ^principe ber inrtueDeu aWomente (§. 59.) 

2. (w. dz) = 
i|l, fo folflt: 

r/7 = 0, 

SWit^in ifl z ein SRajimnm, ober SWinimum, — 

§. 68. Da bie JRefuttante ober Ut ©etoic^t W = 
Wi + w^ + w.^ + ... iei^ o^an^en ©t^flemeö i>t\x @^tt)erpunft 
beffelben fletö niebenoarfö ju bemegen flrebt, fo wirb fte, tpenn er 

ttma^ auö feiner tiefflen Sage entfernt, alfo feine '&6l)e z Der:' 
groß er t njirb, biefe '^o^e ju oerf leinern, b. ^. ben ®d()tt>er^)nnft 
mieber in feine tieffleSage ju bringen flreben, loe^l^alb ba^ ©leic^- 
im6)t bei ber tiefflen Sage bed ©c^merpunfte^ beö S^flemed 
liabil, ht\)CixxUä) genannt toirb. — 

Seflnbet ftd^ bagegen ta^ S^flem bei'ber ^öc^flen Sage bed 
®(^tt)er:punftea im ©leid^gemid^te , unb wirb ttwia^ barau« entfernt; 



fo mirb e^ burd^ bie ^raft W ni^t »tcber in biefelbc jururfgefü^rt, 
fonbern immer weiter bavon entfernt, tre^^alb in biefem J5<tKe \>a^ 
©leic^gemid^t labil, momentan l^eißt« — 

SBenn ber ®cl;»er))unft beö Sl^flemeö weber fleigt, nod^ finft, 
inbem ia^ ®Ieic{)gen)i(l^t geflört n?irb ; fo bleibt ba§ ©pflem imSUeid^- 
gemic^te nnb n^trb ein nentralea ober inbifferentec? ®leici;gen)id;t 
genannt» — 

©ufbin'g 9kgehu — 

§. 69. SBenn ftd; eine ebene gignr i^on bem Snl^alte .4 mn 
eine in i^rer ßbene liegenbe 2(]ce brel;et, fo ifl ba6 SSoInmen V beö 
erzeugten i?6rper§ = L, A, xt>o L bie Sänge beö i^on bem ©^»er^ 
))unfte ber glad^e A bnrd^Iaufenen 2Bege3 be^eict^net, nnb feine Ober- 
flad)e = L\ U, wo V ben Umfang ber %\(i(i}e A nnb L' bie 
t)on feinem @d;n)er:pnnfte bnr(i^taufene Sänge bebentet. — 

"S^mn nimmt man bie Gbene, in voMjtx A anfangt liegt, jnr 
Sbene ber j:y nnb bie SDre^nngöaje , n^elc^e an§er^alb ber glad^e 
J liegen mag , jnr 2(je ber j^ ; fo erjengt ba$ SIement dx dy t^on 
A bei ber 2)re[;nng nm ben unenblic^ fleinen SBinfel dQ offenbar ein 
23oIumen = y dQ dsdy, nnb folgjic^ iji ba6 bei ber 35re(;ung nm 
ben enbftd[)en 2BinfeI bnr^ bie ganje glac^e ^ erjengte SSoIumen 

F= / If y dQ dx dy 

= Jf y dx dy, 

2)ie Drbinate y be« ®^toer^3nnfte$ i)on A ijl aber: 

?/ = "^ff^^y ' ^^1 ^^ y- IT ^^ ^y = .(fy ^^ ^^» 

folglich : • y. Q JJdx dy = y &. J = V = L. J. 

gerner ijl baö bei ber JDrc^nng nm ben SBinfel dO t>on bem 
Elemente ds i^on U erjengte Dberflad^enelement = ydSds, nnb 
folglich bie »on bew ganjen Umfange TJ bei ber Dre^nng nm ben 
5ffiinfel er;\engte Dberflad;e: 

= f®fydQd8=: Qfy ds. 
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?t6er We Drbiuate y be^ Sd^werpunfte^ i^on U ijl : 
was ju teit)eifcn n^ar. — 



_-/ 



jt 



6ei(poIi;öou — Äctteulime. — 

§. 70. 9!Beun an ben beibeti Subi)unfteu A ^ eineö i)oIIfommen 

Megfameu gaben« ober ©cileö jn>ei 

iiUiä)c Gräfte P, — P m6) tnt- 

•^—^^ flcgcngcf entern Sinne mxttn, fo 

^B i]i(i\ine\x jte bcnfclben in eine ge* 

rabe Sinie anö, beten JRid^tung mit 

bcr bec Ärafte jufammenfalü , nnb 

ia^ S^fiem bleibt im @leid;gen)ici?te. — S)apbe iji bet gall, 

wenn ber eine gnbpunft Ä be« gaben« feft iji unb an bem an- 

bern B eine firaft P mxtu I^ie ^raft P l)dit in beiben gatlen 

bie ©^)annnng be« gaben«, nnb mu§ ))ofitiD ober negatiis 

genommen »erben, jena^bem fie ate nad? einem bejiimmten. ©inne, 

ober nac^ bem entgegengefe^ten Sinne »irfenb geba(!^t wirb. — 

jffienn aber nidbt Mo« an ben ©nbpnntten A^ B, fonbern anc^ 



X 



V 

-i_\^^_^ 



n 




an beftimmten jtt>ifd;enliegenben *^nnften N^, N^, iVg, .... 
be« gaben« ober ©eile« Ärafte P,, P.^, P^, .... nac^ beliebigen 
(Ri^tnngen im (Kanme »irfen, n?el^e einanber ocrmittelfl be« gaben« 
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ober ®cüe§ ia^ ®Ict(3^gen)i(3^t galten; fo bübct biefer gaben ober 
btefeö ®eU ein ^^Jol^on, loetc^e^ ba^ gab cn= ober ®etI))oI^» 
gon genannt nnrb — nnb ea f;anbelt [ai) barnm: bie Sebtngnngen 
jn flnben, weld^en bie ^ntenjttaten unb ^tic^tnngen ber firafte 
P^, Pg, P3, ... gemujen mnjfen, wenn ®Ieid[)gen)id()t jlattflnben 
foD, fo rt>k, wenn bieö ber gatt iH, bie gorm be§ SSielerfe^ nnb 
bie ®))annnngen feiner i^erf^iebenen Seiten jn flnben* — 

ßwnac^fi ift flar: ia^ im ®Iei^gen)id;töjnflanbe bie an§erflen 
Ärafte P, P„ nad^^ ben augerften ^olt)gonfeiten N^ A, JV„ B ge= 
rid^tet fein muffen/ — SSerlegt man nun ben 9lugrip:pnnft ber Äraft 
P nacj) N^f fo mug, ba ber $unft N^ im ©leic^gemic^te ift, 
bie »lefnttante R^ anö P nnb P^ ber ®!pannnng T^ nac^ iV^ iV^ 
gleid^ nnb bireft entgegengefe^t fein. äJertegt man weiter ben Sln^^ 
griffö!punft »on Äi nad[) iV^ nnb fe^t R^, P.^ ju ber »lefuttante 
Äa jnfammen, fo bag R^ bie Slefultante an^ P, P,, P3 ifi; fo mu§, 
ba ber ^mtt iVg im ®Iei^gewic|)te i% R.^ ber @:pannnng T^ mä) 
JVa iVg gleich nnb bireft entgegengefe^t fein* ©e^t man biefe fnc= 
cefpi^e Sufammenfe^nng ber Äraftc nnb Verlegung ber Slngriff^pnnfte 
bi^ ju bem j^unfte A'„- 1 ober ber Äraft P„-. , fort, fo mug bie JRefuI* 
taute Rn-i ctuö P, Pi, P^, i^a^ ••• ^«-i ber legten traft P„ 
gleid^ unb bireft entgegengefe^t fein* 2)ie ®Iet^gewi^tdbebtn' 
gung ber Gräfte P,P^,P^, ... P„ bejicl;t alfo barin: baß, wenn 
fie ))arallcl jn fid^ felbfi x\x benfelben ^unft iV„_ j^^er? 
(egt werben, i^re (Refultante Ä« = ifl* 

35ie ©pannnngen T, T,, T^, T^, ... ber Seiten AN, 
N^N^, N^Nq, N.^N^, — jtnb alfo ref^)* gleid^ P, R^, R.^, A3, .... 
b. \). xe\p, gleich ben JRefuItanten anö P ober P, , Pa, P3, A. Ar 
anö P, Pi ober Pg, P^, ... P„, anö P, Pj, P^ ober P^., P^, ... P„ 
u. f* w., wenn biefe Ärafte paxaUd ju fxd) felb|l refp. in bie {{Junfte 
JVi, iVg, iV^, ... oerlegt werben. — 

SBenn bie Ärafte P, P^, P^, Pa, ... P« ber obigen Sebtngung 
genügen, fo fann man auä) k\(i)t bie ®lei(i;gewic(^tölage be^ 
^ßolpgone^ conflruirem SDenu ba bie ®ro6e unb 9li(f)tung ber 
beiben Ärafte P, P^ befannt ifi,- fo fann man if;re Olefultante R^ 
Uii)t confhuiren, unb wenn man auf if;rer rürfwdrt^ ^verlängerten 
9ti(!()tung eine gange = N^ N^ nimmt; fo I;at man bie jweite Seite 
bei^ ®eitpoIi)goneö. ®e^t man weiter in N^ bie Ärafte R^ unb P^ 
ju einer jRefuItante «^ jufammen, unb nimmt auf i^rer rudfwart^ 
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verlängerten Oiic^hinfl eine fiange = AT^ n.^. , fo m man \>k britte 
©eite be^ gefnc^ten ipolpgoneg, n, f. f» 

§♦ 71, (Statt ber ßonflruction fmm man and& Oied^nnng 
anmenben. 2)enn l)ejei(3^nen a, /?, /; a^, /?i, /i,- a^, ß^. y^; .... 
refp. bie SBinfel, »el^e bie 9?i(|)tnngen ber Ärafte P, P^, P^» •••• 
mit brei red[)tmtnfHgen 2ljen bÜben, fo ttjie a, ä, c; «i, Ä^, Ci,- 
«a, ^2' ^3^* •••• i^i^ SBinfel, n)e% bie ©eiten be^ 93ielerfe^ ober 
bie 9Hd[)tungen ber ®^)annungen T, r^, T^, Tg, .... mtt benfelben 
2ljen bilben ; fo \)at man na^ bem 3Jorf)erge^enben offenbar folgenbe 
®Iei4)nngen : 

Pcos a + T cos a =0 

Pi cos Ol — T cos a + 1\ cos «^ = 

P3 cos «3 — I'j cos Ol + 1\ cos «3=0 

P3 CO« «3 — Tg cos «2 + Tg cos «3=0 



• • • • • 

P„ cos a„ 


> • 


T„_i cosflr„. 


• • 


• • • • 


... 

— 0. 


Pcos ß 


+ 


T cosb 








— 


Pi cos ß^ 


— 


T cos b 


+ 


^1 


cos b^ 


— 


Pjj cos ß^ 


• 


1\ cos b^ 


+ 


T» 


cos A3 


— 


P3 cos /?3 


. . 


Tg cds b^ 


+ 


^3 


cos A3 


— 


P„ cos /?„ 




1\ ^ 1 cos 


9 % 


9 

-1 


• • • • 


. • • 

— 0. 


P cos ;' 


+ 


T cos c 








= 


Pi cos ;'| 




T cos c 


+ 


1\ 


cos Cj 


— 


Pj, cos /a 


— 


1\ cos Cj 


+ 


T, 


cos Cg 


= 


P3 cos /3 


1 • 


3 a cos C3 


+ 

» • 


T 

• • 


cos C3 

• • • . 


— 

• • ft 



» 



^n COS /,„ — r„ _ ^ COS C„ _ 1 = 0. 

2)ie le^te ®Ieic[;nng ieber biefer brei ®xnppe\\ ijl jcboc^ nnr 
eine gotge anö ben H)x i3orangeI;enben n ©leidfjungen ; benn mnn 
mvtn j. 2J, bie n erflen ®Ieid;nngen ber erften ©rnpjpe jnfammen= 
abbirt, fo erl)a(t man: 

Pcosa + Pi cos«! + .... + P„ « 1 cos a„ _ , + r„ . j cosö„ _ , =0, 

folglid^: 

— PnCOSan + 3'n-i COS Of« _ ^ = 0, 
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»ei( Äa = 0, alfo auc^ : 

P C08 a + P^ C08 a^ -f ... + P„ __ ^ «„ - i + Pn €08 a„ = 0, 

mithin : 

•P C08 a + P^ cos a^ + ... + P„ _ , CO« «n - , = — -P« COS «„ 

ifl, SKmt Ijat alfo mir 3w i^ er f(^i ebene ©(eid^uugen, ju n>elc[;en 
aber nod) bie befannten w Stelationen fommen: 

cos^a -|- cos^Ä + co8^c =1 
co«*ö, -(- cos^b^ + cos^c, =1 



fo baß man jur 23eflimmuug ber w ®^)annungen T, 2\, l'^, I3, ... 

mxt> ber 3 w Softnu^ cos a, cos b, cos c; cos a^, cos b^ ; .... auc^ 

4 n ®Uxd)mx^en \)at. — 

SBenn ein «nb^unft A (lejjte gicj. ®. 61.) be^ ©eilpdu- 
goneö fejl ijl, fo fann ber äBiberflanb biefeö *;punfte§ aU eine 
Äraft i)on einer beliebigen ©tarfe nnb 9?i(^tnng betrachtet »erben; 
fotglic^ ton ftc^ baö ®eiIpoIl)gon im Oleid^gewi^te beflnben, tt)eld;e 
9tic()tung nnb ®tarfe bie an ben übrigen ^fünften bejfelben an- 
gebrachten Ärafte and? l;aben mögen. — 

SBenn beibe önb^nnfte A, B (biefelbe gig.) be§ ^ßoli^go^ 
ne§ fefl finb, fo bejei^^ne L il;re gegenfeitige (Sntfernnng nnb 
ly lx> li> ^3. •.. feien bie 2angen ber (Seiten bed iöielecteö, fo mt 
i, f4, V bie SBinfel, meldj^e L mit ben ßoorbinatenajen bilbet. 9ltö= 
bann ijl bie ©nmme ber ^ßrojeftionen ber Seiten /, /, , /a, .. anf 
jebe ^it gleid; ben ^Projeftion oon L anf biefelbe Slje (§. 20.) b. f;. : 

2, (l cos a) = L cos ^, 3. (l cos b) = Leos /w, 2*. (^/ cos c) = L cos v. 

2ln^ ben ©leic^nngen (1) miijfen aber bie fedjö mit P nnb /\ 
^inweggelaffen trerben, meil in bem gegenwärtigen gatte P, /*„, «, /9, y; 
«n, /?n, /n nic(?t gegeben fmb. — '^ie 3 7/ — 3 übrigen ber ®lei= 
(^nngen (1) , bie n ^Relationen (k) nnb 'bie 3 lejjten ®ieic()nngen be- 

jlimmen iebodj? bie A?i Unbefannten T, 2',, 2\, cos a, cos b, 

cosc; cosa^, cos b ^^ ... oolljlanbig. — 

§. 72. SBenn bvijS ©eilpolvgon gefd;Ioffen nnb 5. ©. ein 
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JBtcrecf ABCD ijl, m beffcu SBüifct 
fpi^cn W Äraftc P, P,, P^, p^ irip 
fen; fo ^at man offenbar We folgen^ 
ben 4 Olcid^ungen : 



^ft 



Pcos a + Tcos a — T^ cos a^ = 0, 

Fl €08 «1 + Tj cos ßj — Tcos a =0, 

Pa cos «3 + Ta cos «3 — T^ cos a, = 0, 

Ps cos «3 + T^ cos «3 — Tjj cos «3 = 0,- 

moi^on aber bie fe^te eine golge auö ben 3 erjlen ifl; benn menn 
man biefe abbirt unb bie fRüation: 

Pcosa + Pi cos a^ + P^ cos cc^ + P^ cos a^ = 0, 
a(fo : Pcosa + P^ cos a^ + P^ cos a.^~— P.^ cos a^ 

krüdfjtit^tigt , (d ergibt jtc^: 

— ^3 cös «3 — T^ cos «3 — r^ cos ög = 0. 
ebenfo ^at man bie 6 analogen ©leid^ungen: 

P'cos ß + T cos b — T^ cos b^ = 0, 
Pi cos ßi + 2\ cos bi — Tcosb =;= 0, 
Pg cos i^a + Ig cos b.^ — Tj cos b^ = 0, 

P cos / + r cos c — 2*3 cos C3 = 0, 
^1 cos /, + 1\ cos c, — T cos c = 0, 
P3 cos /3 + Tg cos C3 — Tj cos Ci = 0, 

unb ba in bem gegeniDartigen gatte i = tji; fo ^at man m^ 
bie 3 Stetationen: 

2 (l cos 0; = 0, ^ r/ cos ä; = 0, ^ /'Z cos c; = 0, 

fo tt)ie enbtid^ bie 4 SWelationen: 

cos^ « + cos^ b + cos? C s= 1, 
cos^a^ + cos^^i + cos^c^ = 1, 



66 

alfo im ®anjen 16 ®tcid[mngen jut Seftimmuttg ber 16 utiBefann- 
ten ©rögen T, T^^ T^, Tg, cos a, cos 6, .... 

§♦ 73. SBcnn im ®Iei^gett>ic^töju|lanbc bie rüdwattö bcrlan^ 
flcrte {Rid^hing ber Äraft P, ben SBinfel AN, N^ (f, bic gigur auf 
©, 610 ^albttt, fo mug aud^ T =i T, fein, tt)eü bie SflefuUante 
aua T, T, ber Ätaft P, gtei^ unb bireft entgegengefe^t fein, alfo 
ben SBinfel ^iV, iVa ebenfaU(5 I;albiren mug. — So ijl alfo: 

Pj = 2 T cos J w, 

iro ZI ^JV, iVg = 0) gefegt ijl» 3fl f^tner / = l, unb r bet «^alb;? 
mejfer be$ um baa 2)reiect AN^N^ befc^riebenen Äreifea, fo iji: 

2 r cos Ä CD = /, alfo r = ^ ; — 

' 2 cos 4 Ol 

folglii^ : 

P^.r = T.l. 

SBenn bie rudwartö verlängerte 9iid;tung ber Äraft Pg ben 
SBinW N.N^N^ ebenfaHa ^aJbirt, fo iji au(^ T^ = T,, foIgK(3^ 
T:=z T, = T^; unb fo fort SBenn alfo alte SBinfet be§ JBiet- 
ecte^ \>on ben Siic^tungen ber an i^nen wirfenben Ärafte f;atbirt 
n>erben, fo ijl T= T, = T^ = T^ = .... b» ^. bie ®))an:^ 
nung be$ gaben^ ober Seilet üb er ad biefelbe — unb »enn 
axiä) / = /,= /a = /g = .... ijl; fo ijl: 

ober: 

JTj X-g Xg ... ^ 

2)iefe JRefuttate begatten ifire ©ultigfeit, loie ft ein / anä) fein 
mag» — 2)enftman jtd^ alfo über eine glatte frumme gtac^e einen 
\)onfommen biegfamen gaben gefpannt, fo mug ber !J)rucE, mlit)tn 
ber gaben in jebem ißunfte auf bie glad^e ausübt, mit bem SBiber» 
flanbe ber glac^e im ©leid^gemic^te, alfo nac^ ber JÄormale ge- 
rii^tet fein» SDiefcr !J)ru(I ijl abtr ni^t^ anbera, aU bie SRefultante 
aua ben ©))annungen jtoeier bena(äf>barter unenblic^ Heiner Sie* 
mente ds be^ gabena, n^elc^e in i^rem gemeinfd^aftli^en 6nb))Uttfte 
angebrad^t ijl, in i^rer Qbmt ober ber beö Ärummungöfreifeö 
liegt, unb folgli^ m^ ber JRid^tung beö firümmung^^albmejfer« 
wirft, weit er jugleic^ auf ber ßuroe normal ijl» — SDer gaben 



l 
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mu§ affo auf ber fnmnncn %ia6)t eine foId[)e Sage attue^men, baS 
ber firümmutt9öf;aö»me|Ter ber öon t^m gebUbeten Suröe mit ber 
9?onnaIe ber frummen glatte jitfammenfäHtv !J)ic iRic^tung be^ Dru= 
(fed ober SBiberflaubea ^albirt alfo ben SBinfel jmifc^en jn^ei auf 
etnanber folgeuben Surt^enelemettten ds; folglid; ifl bie ®))annung 

Tds 

T beö gabenö überall biefelbe unb ber SDrucf P = , alfo 

tu iebem ^puufte beö gaben« ber Spannung T unb ber Krümmung 

1 

— beffelben ))ro))ortional — 

§. 74. SBenn ftc^ ber 2tngriff^punft N, (f. bie gtg. auf ®. 61.) 
ber Äraft P, längs beö gabenS ober (Seilet frei bewegen fann, in* 
bem bie Slid^tung ber ÄJraft P, biefelbe bleibt; fo ntug er im 
©leic^gewi^tSjuflanbe eine folc^e Sage ^aUn: bag bie Slicfitung ber 
firaft ben SBinfel ^^r^iv^ = a> ^albirt. — SDenn aöbann jtnb 
bie Spannungen T, T^ oon /, /, einanber gfeid?, namlid^ T = 1\ 
= P, €08^(0, unb folglich ifl ifjre Slefuttante ber ÄJraft P, gleich 
unb bireft entgegengefe^t, n>ielf8 baö ®lei(^gett)id^t be« ißunf* 
M iV, forbert, toaS nur in biefer einen ßage beö 5punfte§ N^ 
ber gaU ifl. — 

§♦ 75* 2Bir ^aben bisher bie gaben= ober ©eiffiudCe afö u n = 
au^be^nbar angenommen, loaö aber in ber SBirfKc^feit nid^t ber 
gall iji; benn bie Srfa^rung le^rt: bag jle fxä) unter ber SBirfung 
fpannenber Ärafte \)erlangern — unb gwar ijl bie SSerlangerung 
ber Sauge beS gabeng ober (Seilte unb ber 3 n teuf i tat ber 
fpannenben Äraft proportional, ttjenn ber gaben ober ha^ ©eil ^o- 
mögen unb überall J)on gleici;er SDicte iji, unb bie Sntenjttat ber 
©pannfraft jtd^ ber Oröße nid;t ju fe^r nähert, bei welcher ber ga= 
ben ober baS ©eil jerreifien mürbe* — 2Benn aber baS ^ol^gon 
mit aufi(bel;nbaren ©eiten in ben ®lei^gett)ic^taju|lanb gelangt 
ifl, unb bie ©eiten bejfelben Jtd; ben auf jie nnrfenben ©pannfraften 
entfprec^enb ijerlangert :^aben ; fo f ann , fo lange biefe Ärafte bie= 
felben bleiben, auc^ jebe ©eite als unüeranberli^ betrachtet 
werben. SWitf^in gelten bie obigen ©leic^ungen au^ für ein 5pol^* 
gon mit auSbe^nbaren ©eiten, wofern man für /, /, , /^^ •••• 
refp. / fl + i T), /, (1 + X rj, 1^(1 + ^ rj, ... fejjt, wo 
ber ßoefflcient X »on ber SDidEe unb ©ubflanj beS gaben ober ©ei- 
leS abfjangt unb burd^ a3erfu(^e bejiimmt werben miii, — 

5* 
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fx 




§♦ 76. ßa fei AOB ein fd^itjetet 
gaben, ein fc^rüere^ Seil, ober eine fd^njete 
Äette, moüon bie (lnb))nnftc ^, B\t^ liegen; 
fo ifl ffar: bag biefer gaben unter ber SBir= 
fang ber ©d^mere allein eine ebene Surbe 
AOB h\\\>ix{ toirb, n^enn bie Sänge 2 S bejfel^ 
Itxi größer ijl, afö bie gegenfeitige Entfer- 
nung JB = Za ber feflen ipunfte ^, B, meldte ber ginfa^^eit 
n)egen aU inberfelteU'^orijontaU liegenb angenommen n)er= 
bem !J)iefe Kuroe ^ei^t bie Äettenlinie; O fei i^r tieffier, 
P ein beliebiger ^Punft berfelben, OM = j; oertifal, MP ^= y ^o^ 
rijontal unb OP = s ein beliebiger oon an^ geja^lter Sogen ber 
Äettenlinie, »eld^e toir iunad?|l al§ j)on gleid^förmiger SDicfe unb 
SDtd)tigfeit annehmen mollen» — 

2Benn [xä) bie Äette ober ber gaben im ®Ietdj)gen)i^te be- 
finbet, fo Toirb baffelbe offenbar ni^t geflort, n^enn man jtd& einen 
2(^eil OP atö jtarr benft, toelc^er jt(^ aföbann unter ber SBirfnng 
breier Ärafte, namlid^ ber na# ben SDangenten in O unb P geri(^te= 
ten ®))annungen t, r unb feinet eigenen ©etoid^tea W im ©leic^^ 
gett)ic^te befinbet» S)a bie Stic^tungen biefer brei Srafte ref)). gu ben 
brei Seiten beö !Dreietfeö MPC ^jarallel jtnb, fo »erhalten jtd^ i^re 
Sntenfitaten ttjie biefe Seiten (§♦ 170, unb man m ba^er: 

t _ PM dy 

W~~MC~ ds* 

SBeit aber bie Äette )i^i>xi gletd^ förmig er !DidEe unb J){d^tigfeit 
ifi, fo fann man W burd^ bie Sänge s x>ox\, OP unb t ebenfalls bnrdj; 
eine getoijfe Sänge c ber Äette auöbrudfen, fo bag man \)^U 

dy_^c_ 
dx s ^ ^ 

folglich : 

dx 



=v/i+(a)- = 



8 



alfo: 
unb: 



X •{- c 



=/\ 



dx =: 



sds 



8 ds 






V^ c» + «= 



= XT c» + »^ , 



W 



tt)ctl für j? = aud^ s = tfi, So ijl fotglitfy: 



«a =\r^ +2 csy alfo s == \r J73 +2 ex; {//) 

mitf)in : 



^ = — = 



c 



c/j; s V^ x* + 2 c j: 

alfo: 



^^_cdx^^ e rj; + c-l-v^ x» + 2cJ;^ 



(1) 



»eil X unb ^ jugleic^ t^crfd^imnbcu muffen» 

5Diefe ®Iei(^nng ber Äettenlinie laßt jlc^ aud^ nod^ auf eine am 
bete gorm bringen; benn nad^ berfelben ifl: 



y 



J7 4- c 
e " = — ! — 

c 



alfo : 

nnb beiberfeitö jum Duabrat erhoben: 

e<^ — 2. ö^ ^ =—1, 

folglich : 

^ + c = ^ (e^ + e"^) . (l) 

SBeiter ifl alfo : 

/> a / fy *yx 

(X + c;^ = ^ (eo + 2 + e-^cj, 

unb : 

folglid^ yoegen 0*'): 

S)te ©leic^ungen (1), (!') unb (2) bleiben offenbar biefelben, 
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toeittt bie fcjlen jpunfte A^ B mif nic^t in berfdben ^oriiontale 
Hegen, fonbern B ttxoa in B^. — 
gemer ^^t man: 

MC~ W ~ s ~di' ^^'^ ds ' 

«116 0«'), b. ^, »» == x» + 2 ca: folgt aber: 

-—: — = jT + c; alfo ifl: r = j; 4- ^» • 



tt>a6 j!(^ au(^ anö T = v^ c» + «» unb s + c = y/^ c'^ + s» 
ergibt — !J)ie ^orijontaten unb t>ertifaten Som))onenten ber ©pan- 
nung T in einem beliebigen ^punfte P ber itettentinie jinb offenbar 

= t z=: C unb = 8, 

SBenn man in ber ©leid^ung (2) gugleic^ ^^ = « unb « = S 
fe^t, fo erl^dlt man jur Seftimmung un c = t bie ©leid^ung: 



S 



==|.(e" -e^), (3) 



meiere man burd^ bie ÜRet^obe ber fuccefjl^en Serfucbe für c auf^ 
gulofen ^uä)en mug. — Ttan fann aber aud^ leici^t eine anbere gorm 
erhalten; i>em e^ ijl offenbar: 

S = T • f»w Ü = »/^-^^ = v/"^^- 

mithin : 

- ds 

dy = 



y 



dy 




1 


d8~ 


V 




ä 


ds 





v/"i + 

alfo: 









ober ttjegen co/^ © = ^ — , alfo c = -^ =8tang 0: 

° </^ c ' cotg ^ 



^ = « ^flrwg^ 0. log (cotg 4- \r 1 + co^a 0^, 

ober: y ^ 1 

y = tang Q. hg (cotg + -^-^) 
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e «0 

= fang 0. log cotg y = — fang log fang y 

SBenn man in biefer legten ©letc^ung glei^jcittg ^ =: «, » = Ä 
fe^t, unb ben pge^örigen SBert^ i>on mit ©^ beicid^nct; fo er^ 
ptt man: 

— ^fl;ig: ©1. log lang -^ = -^» 

86rt wi^^ ^Jf^ ^^^ ^^<*^ ^^^^^^ ^^^^^^^ ^^^*^" ©leid&uttgen burc^ 
irgenb eine SKet^obe na^erungömcife für ©, auf, fo i^ibt bie gnjeite 
ben SBert^ tkon c = ^ b. ^- bie ©))annung im tiefjlen fünfte 
O ber Äettentinie. 

2lu« ber ©lei^ung (/*) folgt: 

jr = V^ c» + «8 _ c, 

imb an« 0*'): 

©e^t man in biefen beiben legten ©leic^ungen gleichzeitig 
s = OD === H, unb s = Ä, fo erhalt man: 

H = V c^ + S^ — c , (v) 
y^^l: S = yf H(H + 2c). (v) 

!Die ©leic^ung W gibt atfo ben 2tbiianb Ä beö tiefflen ^unf^ 
te« ber Äettentinie tjon ber burd; bie Sluf^ange^Mlnfte J. B ge^en= 
ben »^oriiontale AB , fo balb S gegeben unb c nac^ ber ©leic^ung 
(3) ober (3') bejiimmt ifi. — SBenn aber Ä gegeben unb Ä ge. 
fuc^t mrb, fo mug man c erji bur(^ bie ©leidjung: 

1_ (^e^^ e^) = yr H(H + 2c), 

»ct^c H^ au« (3) unb (v) etgibt, ober but(^ bie ©(cic^ung: 

a a 

a a_ 



72 

»etcf^e p^ au« (1') erfliM, wenn man juglcic^ y = a, x= H fc^t, 
bejKmmen uul) ben gcfunbenen SSett^ in (v) ober (y ) fubfiituircn» 

5lu§ ^ = -^ unb T = jr + c, alfo dT = r/a: folgt ferner: 

dx 8 

8 dy = cdT, alfo 8 = -^ — » 

folgli^: 

unb für 8 feinen SBert^ ^ fubflituirt, gibt: 

ay 
- - , cdTd^y ^ 

ober: 

d8 dy^ + cdT d^y = 0. 

e« i(l aber ^ = — , folgfid^ <%* = — yä"^ ^"^^^ "^^^^ i^i^» 
biefen SBert^ für dy^ in bie le^te ©leic^ung fe^t: 

cds"^ + 2 Vi' fl(2^ = 0, 

ober: 

d8^ __ ds^ _ ^^^ _ j^ 

ä^ydT" d^yds~ c ~ ' 

joo Ä ben Ärümmungg^albmeffer bejeid^net — ^ür ben tiefflen 
5pun!t ijl T = Cf folgltd; Ä = c, b» ^. in einem beliebigen 
Jßunfte P ber Äettenlinie ifl bie Spannung T eine mittlere 5Pro^)or= 
tionale jnjifdt^en bem ®ett)i(i^te eine« ©tüdfeö ber ^tiit uon ber Sänge 
beö Ärümmungö^albmejferg für biefen ipunft unb ber Spannung c 
im tieffien i^unfte ber Äette, inbem le^tere bem ©eroic^te eine« 
©tütfeö ber itette gleid^ ifi, ujelc^e« bie Sauge be« Ärümmung^^alb* 
mefferö in biefem tieffien fünfte bat, — 

SBeun man ben jtt)eiten 2:^ei( ber ©teid^nug: 

1 + — = \(e- + e ^) 

c 

in eine S^ci^c entroicfelt, fo erhält man: 

^ _ ll . _ Jl 4. 

c ~%c*^ 1.2:3.4.0* ^ •'• 
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SBenn y fct^r f lein ifl, l)» ^. in ber 5Wat)e bcö tief jicn 5punf:= 
teö Of fann man nal^erung§t»eifc fc^cn: 

y^ = 2cj:, 

unb folglich faßt bie. ÄJcttenlinie an biefer ©teile na^^ejn mit einer 
^arabel jnfammen. — 

ÜDie ^ettenlinie i?on gleichförmiger JDicte unb 35ic^tig!eit 
^cA ferner bie ®genfc^aft : bag i^r ©^mer^junft in ber ®Ieid^gen)id^td= 
Jage am tiefflen unter ber 'horizontale ^B liegt, b, ^, er liegt tie-- 
fer, al§ tt>enn man ber itette irgenb mt anbere gorm alö bie ber 
ÄJettenlinie gibt. — !Denn wenn man bie ^titt auö i^rer ®\di)mi)i^' 
tage entfernt, fo fud;t jie n>ieber in biefelbe jurütf jufel;ren ; folglid^ 
ifl il)r ®(ei(i^gen>icl)t ^abil, mitf;in bie *&o^e i()re^ ®^tt)er^)unfteö 
über tOx einüRinimum, ober feine SEiefe nuter -45 m SÄaji* 
mum (§, 68). 

§♦ 77. 2lu$ bem 33orf;erget)enben erhellet: ba§ in einer glei(]^ = 
förmig biegten unb bidfen Äettenlinie bie ©^jannung i)on bem tief:' 
ften bi^ jn bem 2(uff)angepunfte junimmt, alfo \>\t »^altbarfeit 
ber Äette in bemfelben ©inne abnimmt — unb mir x^oVitn be^^alb 
je^t bie Äettenlinie betrad^ten, njeld^e in allen ^Punften biefelbe 
•Öaltbarfeit ^oA^ bereu Duerfc^nitt jlc^ alfo bei berfelben3)id&' 
tigfeit xoxt ixt ©))annung anbert. — 

SBenn bie frühem Sejeid&nungen beibefjalten werben unb S je^ 
bie Sänge einer Äette bejeid^net, bereu con flaute !J)icte ber ber 
Äette mit t?erauberli((;ei9 Querfc^nitte in il;rem tiefflen ^fünfte, unb 
bereu ®tmi^i bem @ett>icl;te einer Sauge s ber le^teru gleid^ ifl; fo 
\)<A man offenbar: i 



T _ yf c^ + S^ 
t c 

!J)a aber bie !J)i(t)tigfeit biefelbe ifl, fo i^erl^alten ftd; bie 3M(fen 
ober Duerfc^nitte wie bie 2Äaffen ober ©ewid^te jweier uneubli<$^f(ei' 
ner Sangen dS, ds, unb folglid^ ^at man, weil fxä) bie SDitfen ober 
Duerfc^nitte wie bie ©pannungen Derl;atten follen: 



dS _ yf c^ + S^ 
ds c 

alfo: " cdS 

ds == 



yr c^ + S^ 
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mit ^ _ r cds ^ ^ ^ f s + vT-^M^ x . 

gern« ^at man: 
unb: 



b. ^»r 



mitf)in : 



ds dx c S 

dS c« + S« ... cS(/S 



y^ cSdS / /V^ c« + Ä*\ 



Ober: 



dy dy ds c 



cS c 



,s 



dS~ ds dS~ S c« + Ä« ~ c« + «2 

folflttdj: 

y = c. arc ^öwg. — » ober : S =: c. te/^ — 



c 



§♦ 78* SBenn jlc^ nic^t bloö bet Duerfd^nitt (o, fonbcrn auc^ 
bic !Did^tigfcit q änbert , fo tfl (> w <^« = w rfs btc SWajfe beö SIe= 
mcnteö </« = Pp (gig, auf ©♦ 68.) ber ^etk, too noix bcr iSfirje 
liegen m == (jw bie Duerf^nttt^ntaffe nennen tt>oßcm 9lföbann 
ijl ba^ ©emi^t be^ ßlemente^ ds = gmrf«, folglich ia^ be^ So= 
gend OP = s = gfj'md^, unb »enn < = g^.c gefegt wirb; fo 
^at man: 

l^ = —A T=-7 3"' («) 

ttjr g l^fnds j^^ds ^ 

alfo : 

woran« fi(3^ bte ®Iet^nng bcr Äettenlinie bnrd^ S^ttegration ergibt, 
fobalb m ate eine Function öon jt, ^ ober « gegeben ip. — 
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Umgefet)rt, mm biefc ©lei^ung %t^titn ijl, fo lägt jici^ 
mä} ld6)t m, h ^* bad Ducrfc^^nittömaffengcfe^ flnben; 
beult aud (a) folgt: 



/. 



alfo: 

ds dC^x 

dy dy^ 



folglich! : 



m =: c. 






%txux i(i: 



dy 



§♦ 79. SBir wollen nun einen gteic^fßrmig bitfen unb bid^ten ga^ 
ben BetraiJbten, toel^er auf einer gegebenen gla^e u=f{s,y,zj=zO 
liegt, unb auf toelc^en in iebem 5punfte beliebige. Ärafte P \mUn, bie 
atö IJunctionen ber Soorbinaten i^rer 2tngriff$punfte gegeben jinb. — 

S)ie Sontponenten ber Spannung r an htw Mim ßnbpunften 
eine« beliebigen 'Slementeö ds beö gaben^ nad^ ber 9tje ber x ftnb 
offenbar refpectit^e: 

folglich xf)x Unterfd^ieb = d (I J^); alfo unenbUc^ fleim 

Sbenfo jlnb bie Un terf(!^iebe ber an bem SIemeute ds toir- 
fenben Ärafte P unenbli^ flein; folglich) auc^ bie i^rer Sompo- 
nenten X nad^ ber 21 je ber s, Diefe Komponenten jinb alfo gleich 
unb parallel; folglid^ i^re 9lefuttante ber Sauge bea ßlemente« 
ds proportional, b. ^. = Xds. 

Sejei(f!net femer R ben SBiberjlanb ober bie JReaction ber glac^e, 
njoraufbergabeu liegt; in einem ^puufte fs, y, z), loeld^er nad^ berSRid^* 
tung ber Normale in biefem^nfte erfolgt, unb bejeid^nen a, ß, r bie 
SBinfel, n^eld^e biefe 9lidj^turig mit ben 3ljen htt s^ y, z bilbet; fo 
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ergibt jlc^ eBenfo: iai bte 6om^>onenten Rcoaa mi) bet 2lje ber 
s für \>^^ Slemeut ds eine JHefuttante = Rcosada %tUn. — 

SDie Ärafte d (T —), Xds unb Rcos ads fann man Jtc^ in 

iebem beliebigen fünfte, ettt>a in- ber SWitte, bea ßlementeö rf« m^j^t^ 
brad^t benfen. — 2B*enn ba§ ®Iei(^get»i(^t fiattflnbet, fo fann man 
jtc^ baö Stement rf« afö jlarr ober f e jt benfen, nnb man ^at (§♦ 19) : 

dj> 
d (T -^) + Xds + Rco8 a. ds = 0, 

ober: 

ic^'^) + ^ + «'='"' «-^' (1) 

nnb ebenfo in Sejief;nng anf bie Sljen ber y, z: 

^^^rg'^+y + Äco.is^o, (2) 

;Jrr|; + Z+Äco*;' = 0. (3) 

Sitbct man junac^jl: 

fo erbalt man: 

ä.T + Xdr + Fdy + Zdz == 0, 

folglii^ : 

r = C — /rXdar + Ydy + Z^z), (a) 

tt)eÜ: 



alfo : 
nnb: 



©'+(ir+(ir='- 



tod^a? + d^d*^ + d^d*^ = 0, 



CO« a — + cos a -^ '\' co« y — - = ü 
ds * d« d« 



ijl, ba bie Sangente ber gabencnröe nnb bie SRormale ber gla(]^e 
anfeinanber fenfrec^t jle^en» — 
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S5t(bet man fetner: 



(.). ^-»1 = 0. 



fo erI;aU man: 



dy d^x dx d'^y\^ _a^ v ^ f ^ 

' ds ' ds 



/dy d^_dx d^\ 

\ds d8^ ds ds^J "*" ' 

+ « C«^»«« f- — CO« /J. ^) = 0. 



ds ' da 



®e^t man bcr Äfttje wegen: 

1 



/( 



S)'+ (!)•+ Q' 



= F, 



foijt: 



COS a == V. ---^ COS 8 =s V. —- 1 cos y = V. — 

dx dy dz 

unl) trenn man biefe SBcrt^c tn bie Ic^te ©tcic^nng fe^t: 

/^ ^_^. ^\ 4. X ^ — y — 

Vds * ds3 ds * ds3 / "^ ds ds 

. « Tr ^du äif du dx\ ^ ... 

+ ^""KM'i-d-y'd^)-^^ (^) 

ßbenfo finbet man: 

_, /'dx d^z dz d^x\ i „ äx ^ dz 

2 I • — — • ^ J -f- /j — — — A -r — 

Vds ds'» ds ds^J ^ ds ds 

•da ^ _ ^ . ^\ . jr ^ _ 2 ^ 
\ds * ds'^ ds ' ds^y "*" ds ds 

+ ÄrC?.^-?.^)=0. (6) 

\d^ ds dz ds / 

23übet man enblic^: 
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fo erhalt man bie ©leidiiuug: 

^C . I 

dz \d8 ds^ ds ds^ } 
du (ds ^^ ^ _ ^ . ^\ 

j. du fdz^ d^_di 'd^\ 
~ ds \d8 ' ds^ ds ' ds^J 



du fdy^ rf^f _ ds ^ d^y\^ 



dz \ ds ds \ 

dy \ ds dsf [ 

du 

ds 



(^l-^S) 



SDicfe ©fcid^ung mit Wc ®(et(5^uttg u = ffs, y, zj = ht- 
glimmen bie Sur»e t>on bop^)eItct firummung, miä}t ber gaben im 
®Iei(^flett>ic^töjiiflanbe bilbet. — 

§, 80. Sßenn bie auf Un ^mtt fs, y, z) n^irfenbe SRefiiltante P 
ber firdfte X, F, z \\\ bie 9iormale ber gläc^e ?* = in biefem 
fünfte r^, y. ^J fallt, n)ie baö ®Iei(^gett)id^t forbert (§♦ 73.), fo bag: 

dy dy dz 

iji; fo rebucirt fx^ bie ©lei^ung (^ auf bie gorm: 



dy d^s ds d^y\ du 
^ds ' ds^ ^ ds' ds^f dz 
'ds d^z dz d^s\ du 



ids d^z dz d-s \ m \ =; (7) 
I \ds "ds^~ ^' ds^) dz 



(dz d^y dy d^z\ 
ds' ds^ "" ds" da»/ 



ober : 

^^ +-5^ + cf^ = 0. (7) 

ds ^ dy dz 

2)ie ©leidj^ung ber Ärummung^ebene für ben ^unft (x, y, z) 
iji aber: 
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A(x'~x) + B(^—y) + C(%^z) = 0, 

unb bic ©lei^ungen ber Slormale in bemfetben 5punftc jtnb: 

du du du 

dx dy dz 

X — X y — y z — z 

ti)o x\ y\ z bic »eranbctlic^en Soorbinatcn 6ejcid&nen. ©oH nun 
bie Stormalc in bie Änlmmungöebcne fallen, fo I;at man bie 33ebin= 
gung^gleic^ung : 

tt)el^c bic fürjcfie 8inic gn^if^cn jtt)ct ^Punften bcr gJac^c m==0 
d^araftcriftit» — 

§. 81. Um bcn in bem fünfte (s, y, z) auf bie glatte aus- 
geübten 3)rutf — R jn erhalten, Mibe man: 

(1) cos a + (2) CM |J + (3) CO« y = 0, 

fo erhalt man: 

— fi = J^ CO» a -|- y CO« j9 + Z €08 y 

, d^jD (1*1/ , d*« \ 

Sejeic()net nun 9i ben ^rummungS^)al6mejfec im {ßunfte /"o?, y, a; 
unb flnb l, fi, V bie SBinfel, n^elc^e betfelbe mit ben Goorbinaten- 
ajen bilbet; fo iji: 

. „ d^x ^^ d^M ^ d^z 

co»X = 5R. — , CO« fi = 0{.^i co8v = di.—; 

f olfllid; : 

— Rd8=zXd8C08a'\' Y dscosß -^ Z da cos y 

ds 



ds 
+ r. j^ fcosa cosX + cosß cosfi + cosy cosvf 



=: P ds. COSd' + -75- cos 0, 



b. ^. ber SDrutf auf ba« SIement (te ifi cjleid[^ ber Summe ber Som^ 
))oneuten ber Äraft unb ber ©))amiun9 ^^^ ^^^ 9lormale, inbem 1^ 
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unb refp. bcu SBinfet bejetc^nct, tt)elc&en bie SWid^tung ber Äraft 
uttb bec (Spannung mit ber SRormalc bilbct. — 

§. 82. SBenu X = F = Z = 0, alfo auc^ P = tfi, fo iji 
nat^ ber @leic()un9 («): r = C, b. ^^ confiant; folglich: 

— iC(2s = — ^r— C08 0, 

t/t 

b. ^. in biefem gaUe ifl ber SDrudf auf bie gla^e ber con flauten 

(Spannung C unb ber Krümmung -^ proportional (§» 73)» — 

§; 83. SBenn ber gaben frei ifl ober nid;t auf einer glac^e 
liegt, fo ifl Ä= 0, bie ®lei4)ungen (1), (2), (3) rebudren f4 auf: 



1. 

d8 
ds 



(T|) + r=0, (2') 

unb bie ©leic^ungen (4), (5), (6) auf: 

/d3 d«^ dy d^z\ dz y äy _ ^, 

93on biefen legten brei ©leic^ungen ifl jebe eine golge an^ ben 
beiben anbern, unb menn man für T feinen SBert^ au§ (ä), »elcJ^er 
offenbar berfelfie bleifit, fubflituirt; fo bructen irgenb gn>ei biefer ©lei- 
(jungen bie gabencun^e im ®leid;gen)icl;töjuflanbe m^. — 

§♦ 84. SBenn Mo§ bie ©c^imerfraft auf im gaben »irft, fo 
tfl X = 0, Y = 0, z =0 — — g, \m\n bie 2lje ber z uxtU 
M unb na(S) oben gerichtet ifl, unb: 

dy d^x dx d^y ^ 

da' ds^^ds^ds^ ~ ' 

toelc^ed bie SDiffereuiialgleicJiuug einer in ber (S^bent ber xy liegenben 
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geraben fiinie ijl; unb folglich liegt bic gabencim^e in einer Der* 
tifalen gtene. SBirb biefe (Sbene jn ber ber xz unb ber tieffle $unft 
be« gabenö gum Stnfang^punfte ber ßoorbinaten genommen, fo ifl 
nai) ber ©lei^ung (a): 

nnb na^ (5'): 

, rdx d^z dz d^x\ dx , . 

SBegen (^) + (^^ = 1, atfo _._+_._ = o 
t)ertt)anbelt jtd^ bie ®{eic()nng {m) in: 

iÜ +d8^_r. 

— — U t 






ober: 



>+-'ä=«v/. + a)' 



tt)eil für z = offenbar ^ = 1 ifl ; f olgli^ : 

(. + c)' _ c» = c» (I)'. 

mitf^in : 

dx ^ 

d^~ yj^ (z + c)^ — c^ 

nnb: 



— > 



X + c = c log (z + c + y/^ (z + c)^ — c^)y 

ttjeil für ;s = and^ j: = ifl. 
goJglid? ifl: 



e 



c 



unb: -f ;s + c 



"4-' + / (4^)' - '■ 



6 
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dfo: 

SDer gaben bilbet cilfo eine Äettcntinie (§. 76). 



§» 85. aSiö^er ^abeu wir immer borau^gefe^t: ba§ bie %lh 
ä)en, mit iDelc^en jtd; bie Äorper gecjenfeitig berul^ren, »oHfommen 
glatt ober polirt, b» ^. fo Bef^affeit jtnb : ba§ jie icn materiellen 
^punften, meli^e fxä) auf benfetben beiDegen, feinen anbern 2Biber= 
jianb, afö mä) ber 3tid[)tung ber 9'lormale entgegenfe^en fßnnen. — 
Solche glac^en gibt e§ jebo^ in ber SBirfli^feit nic^t im abfoluten 
©inne beö SBorteö, fonbern alle glac^en ber Äorper leifien ben jic^ 
auf i^nen benjegenben Äßrjjern ober materie(len Sßunften mel;r ober 
weniger SBiberftanb, unb» jwar nad[) einer ber SRid^tung ber 35eioe- 
gung gerabe entgegengefegten 5Ri(^timg, welker ba^er rül;rt: 
bag bte fleinen (Srt;o^ungen unb Vertiefungen ber einanber berühren* 
bengla(^en in einanber eingreifen, weöl^alb folcfie glac^en rau^ ^ei- 
gen* SDer fraglid^e SBiberfianb wirb fRtihun% (griction) genannt 
— unb eö ^anbelt jt(J) barum: iit ©efege biefer JReibung ju 
flnben. — 

3u bem ^xoeit lege man einen Äor^)er J^ mit einer feiner %lh 

ci)en auf eine um ein ©ewinbe j4 beweglidije 

Qbmc JlBf fo wirb, xotxixi man ben 9?ei- 

gungöwinfel a biefer ßbene gegen ben «^ori^ 

jont AC aümalig t)ergro§ert, ber Äörjjer 

er|l bei einem gewiffen SBert^e d biefeö 

""■^^ SBinfetö anfangen \:>oxi ber geneigten (Jbene 

l^erabgugleiten* — B^ri^ßt ^^^ ^^^^ ^^^ 

im ®(S^wer:punfte G angebracjite ^©ewic^t W be^ Äorjjerö :parallel 

unb normal ju ber geneigten Sbene AB, fo erhalt man bie beiben 

Som^>onenten: 

F= JVsin a\ 

P = ff cos Vly 
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alfo : 

p 

— = tang «', F = tang d. P =: fi. P. 

So lange ber SBinfel a < a i% ifl Mc 5Rei6img großer, al§ 
Me Komponente F, n^eld^e hen Körper ab m artig jn belegen jlrebt, 
n)a{;renb bie JReibung nacf) ber gerabe entgegengefe^ten 9ii(l;tnng 
anfiDartö toixtt SBenn enblid^ a = a wirb, fo mrb bie 9tei= 
bung = JFl 

8egt man mehrere Äorj)er A'', AT", ... i^on ben ©emic^teit 
W\ W'\ . . . an^ berfelben ©ubiianj afö AT mit glac^en auf bie 
(Jbene JB, »elc^e ber Don iST an ©roge nnb SPoIitur gteid^ 
fmb; fo le^rt bie a3eobacl)tnng : ba§ alte biefe Äorper K\ K" ... 
bei berfelben ®ro§e d beö 9?eigungön)infetö « anfangen bie geneigte 
6bene ^erabjugteiten» -— üRan ^at folgli^ an(^: 

F' = tang (X. P\ F" — tang d. P'\ 

atf : 

M. • JL » JL .... ""— • Er . MT • X^ • • • . « 

b» 1^» bie SieiMmg ber^dlt jtc^ bei gletcipen 23ern^rnngö- 
flai^en, wie ber SDrucf» 

gegt man ferner benfelben Äßr:per K fuccefjloe mit feinen 
i)erf(^iebenen 8Iacl;en i3on ungleicher Oroge, aber gleicher ^ßoli- 
tur auf bie ßbene AB, fo le^rt bie Seobad;tung : \><x^ bie ffiewe? 
gung ftet^ bei berfelben ®ro§e d be§ S'leigungöminfefö a = BAC 
beginnt» — SDie SReibung iji alfo i>on ber ©iröfe ber S3e:= 
ru^rungöflac^e unabhängig, n^enn ber 3)rutf betfeKe 
bleibt» — SBenn mxvXx^ bie 93erül;mngafla(^e wmal größer, 
ober Heiner n)irb, fo n)irb ber S)ru(f in jebem ißunlte ber- 
felben wmat fleiner, ober großer, inbem ftd^ ber ©efammt- 
brndC P glei^formig über bie 23erü()rung^fla(i^e i^ert^eilt» — 2)iefe 
beiben ©efe^e ber SReibung fe^en iebö(^ ooraua: M% ber 2)rudC 
P nic^t fo grog wirb, ba§ bie einauber beru()renben gld^en 
angegriffen ober abgenu^t »erben» (Sie gelten aber fomoi;! 
für bie jlatifd^e, wie für bie bt^namif^e 9ietbung, b» ^» fo- 
tool^I für Itn gall, wo ber Äorper tbm auö ber 9iu^e in Sewe^ 
gung übergebt, afö für ben, wo er jii^ fc^on in ©ewegung befin= 
bet; nur ifl im jweiten galle unter übrigens gleichen Umftanben 

6* 
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bic 9ieibung flcincr, ate im ctflen; b» i). e^ ifl eine größere 
Äraft erforberlid^ , um Un Ät^rper auö ber SRu^c in Seuoegung ju 
»erfe^en, at§ bte bereits flattflubeube Söeit^egung ju tx^ alten; 
jebod^ tt)irb biefer Unterfd;ieb burt^ bie geringfte Srf^uttenmg einer 
ber eiuanber berü^renben glad^en n^ieber aufge()oben» — Die fia* 
tif($e SReibung erreicht if;ren größten SBertfi er|1, nad&bem bie 
^(ad^en einige 3^'^ ^'^ einanber in Serut;rung gemefen jlnb* — 
3)ie bt)namifc^e JReibnng ijl unabl;angig oon ber ®e- 
fi^n^inbigfeit bed Äoriperö» — 

SDie rollenbe Sieihmg, loeld^e jlattflnbet, n^enn ein S^Iinber 
auf einer Qhtnc oI;ne ©leiten fortrollt, ifl tt)je{t geringer, afö bie 
»orl^in befprod;ene — unb fann gett)öf;nlt(|) gegen biefe nnberütf- 
jld^tigt bleiben — i^erbalt jtc^ übrigen^ bireft me ber SDrutf unb 
umgefefirt mie ber J)urd;meffer beS S^IinberS» — 

SDie fpecieüe 5lngabe beS ^CLi)lcnxotxt^t^ oon ^ für oer^ 
fd^iebene (Subjlanjen unb Umftanbe gebort in bie teii^nift^e SWecJ^a- 
nif ober 2Raf(^inenIefire» — 






(S i n I C i t u n g ♦ 

'Oet bcr 2CuflDfung flatifc^^er 9lufgaben mug man junäi^jl 
untcrfuc^en, wa^ für Äraftc in Setra^t fommcn, bann für xnx- 
befanntc 3)rucffraftc, SBibcrjlänbe ober JReacttoncn nn^^ 
bcfannte Äraftc fnbjlituircn , unb unbcfannte ßangcn, SBinfcI, 
«♦ f. »♦ bnr^ unbcfannte ©rogen bcjeid^nen. «hierauf niu§ man 
bic ©Icic^ungcn be^ ® Jei(^gen>tc^te^ aufjnfieHcn fachen, beren 
Stnjal^I nac^ ber Sef^affcn^eit bcr 2luf9aben t>erfcl)ieben ijl — ,fo 
me au6) bic ©Ictd^ungcn jn^ifc^en t>en gcometrifc^cn ©rößen, 
b» 1^* Sangen, SBinfeln, u, f» tt>., nnb jnle^t mu§ man untere 
fntS^en, »ie »iele nnbefannte ®ro§en in biefen ©leic^nngen bor» 
fommen. — 2Benn bie 3lnja^l ber Unbefannten großer ifl, atö bie 
ber ®Ici(ä^mtgen, fo ifl bic 2lnfgabe nnbeflimmt, ober eö ftnb nod^ 
nid^t alle ©ebingungögfei^ungen gebiJbet, fo ia^ man bie fe^Ienben 
no^ fn(^en mug» -— 35leibt bie Stnja^I ber ©tcic^^nngen jule^t io6) 
fleincr, afö bie ber Unbefannten, fo fann baö ©leic^getoii^t nnter 
me^rern Umflanben flattflnben, unb ^)eigt alöbann unbejJimmt, 
tooran« iebod^ no(^ mä)t folgt: ba« a 11 e Unbefannten unbeflimmt 
jinb» — SBenn bie 2{nja^l ber ©leid^ungen ber ber Unbefannten 
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filcid^ ifl, fo Um ba« ®\dä)%m\(i)t nur auf eine SBeife jlatt= 
flnben* — SBenn enblii^ bie ^n^af)! in ®Iei(^ungen größer ijl, 
atö bie ber Unbefannten, fo flnbet baö @kiä)itm6)t nur bann flatt, 
tt)enn bie befannten ®rö§en auc^ ben Sebingnncj^flJeicjiungcn genu= 
gen, weld^e man erhalt, ujenn bie Unbefannten au« ben ©leicä^ungen 
eliminirt »erben. — 

3)ie 2luflöfung n>irb oft bur^ eine ^)affenbe SBal^I ber TtxttcU 
pwnttt ber ÜÄomente, fo mt ber SRidjtungen , mä) ml^tn man 
bie Ärafte jerlegen mug , u. f. \r>. , fe^r vereinfacht unb erlei^tert. 
2tud& muß man ttjol^l bead^ten, ob eö jid^ um bie Sejlimmung einer 
®leid^gett)i(^tölage , ober um bie ©röße unb Siic^^tung eine« unbc- 
fannten SDrucfe«, u. f. vo. I;anbclt, tt?eil man oft eine, ober bie an? 
berc ©leic^ung gan^ bei Seite fe^en fann, i>a jte ju bem ©efud^ten 
in gar feiner Jöejiel^ung jie^t. — 



aufgäbe 1. SDrei Ärafte P^, P^, P.,, bereu SRic^tungen in 
berfelben Sbene liegen unb SBiufel \>0}x 105% 120», 135« mit 
einauber bilben, galten ben materiellen ^mitt, tt)orauf fte ttjirfen, im 
©leid^gemi^te; man foü baö S3erl;altnig biefer firafte finben. 

2luflöfung. fftad) §. 16. ifi: 

P, : Pg .• P3 = sin 105«* ; sin 120'> ; sin 135'^ 

= cos 15® .• cos 30® .- cos 45® 
= cos (45® — 30®) : cos 30® .• cos 45® 

~ 2/2 •■ 2 v^* 

Aufgabe 2. 9luf benfelben $unft O mirfen brei gleite 

Ärafte P, , P., , p^ , beren SRic^tun- 
gen in berfelben ^btnt liegen unb 
SBiufel t>o\x 105®, 120®, 135« mit 
einauber bilben; man foH Uc ©röße 
unb 0?id;tung ber 9?efuttante beflimmen. 
2luflöfung. ä8cnn ä bie ge= 
fuc^te JRefultante unb ben SBiufel 
bejeiii^net, toeldjien i^re 9iid;tung mit 
ber aj^ ber s bilbet; fo iji m(i) §. 18: 
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Rco$ e = — P^ + P^ co8(P^ Os) + Pg cos (P3 Os) 
= — P, + P, c<M 60' + P, cos 45» 

Ä s«i = Pj, si« 60» — P3 sin 45» 



folgli«^ : 



teng: = ^J^ jC ^ = 0,7673269, 



unb: 

= 37» 30'. 

getnct ifl: 

R» = (Ä cos 0)» + (R sin e)* 

= P,». 0,0681484, 
ober: 

R = 0,2610525 P^ 

iDoburd^ bic @roge unb JRidf)titng J)cr 9?cfuUante Ä bcfümmt tfl* — 
Slufgabe 3^ 2)m Gräfte P^, P^j, P^ jtnb bcn Seiten BC, AC, 

AB eineö 35reiecfed ^^C :proportional, unb in 
beten ÜÄitten 0, &, c nad^ fenfred^teii , in 



M 



C 




rs ber Sbene be^ SDreicfeö liegenben 9ti(^hingen 

angebracht; man foll beroeifen: t><ii fle einait^ 

ber t>a^ @Iei4)gett)i(^t \)(iltt\u — 

^ 91 n f I ö [u n g. SDie 3li(^tnngen bei Gräfte 

muffen ftc^ ncai) einem befannten geometrifd^en 

®a^e in bemfelbcn fünfte O burt^^fdf^neiben , unb menn man i^re 

angriffigpunfte in biefen ^mtt O i^erlegt; fo I;at man nad; §♦ 15: 

P, : Pj, : P^ = BC : ÄC : AB 

= sin A : sin B : sin C 

== sin (P.^ , PJ : sin (P, , Pj : sin fP, , PJ. 

• golglic^ flnbet nad^ §. 16. baö ©leid^gemid^t jiatt. — 

Slufgabe 4. J)affel6e für ein 33ieletf ju bereifen* — 

91 uf gäbe 5. ^mi gleite Gräfte wirfen mä) ben gegenüber- 

' liegenben Seiten eine^ ^Parallelogramme^, aber nad^ entgegengefefttem 
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(Sinne, nnb eine britte Äroft m^ bct S)ioflonaIc beffetben; man foB 
bie Äraft bejKmmen, wcl^e jenen baö ©leidjgemid^t ^alt — 

Stufgabe 6. Unter roeld^em SÖinfel muffen jwet fllei(!^e Ärafte 
»irfen, wenn il^re 9?efuttante jeber, ober bem «ten Steile berfelben 
gleich fein foH? — 

aufgäbe 7. SBon jwei Gräften Yoixtt bie eine unter einem 
SBtnfel t>on 30^ unb bie anbere fenfre(^t auf eine 6bene, unb brin:= 
gen biefelbe SBirfung ^ett>ox; man foK baö JBerIjialtnig biefer 
firafte flnben* — 

aufgäbe 8. SBenn ber SBinfel, »eichen jtt)ei Gräfte P, Q 
mit einanber biJben, = »irb, fo ifl i^rc SRefuItante =i P + Q, 
unb »enn berfelbe = 180«^ wirb, fo ijl jie = P — Q (§• !!)• 
28ie grog mu§ biefer SBinfel fein, bamit bie Slefultante eine mittlere 
ißroiportionale jwifi^en itjrem größten unb fleinften SBert^e 
P + Q unb P — Q wirb? 

3t uf gäbe 9. 6ine gegebene ^raft in gttjei anbere ju jerlegen, 
1) »eld^e einanber gletd^ ftnb, 2) bereu ©umme, ober !t)ifferenj 
einer gegebenen ©rege gleid; ifi, 3) tt)el(^e einen gegebenen 2BinW 
mit einanber bilben, 4) wel^e einen gegebenen SBinfel mit einanber 
bilben un^ eine gegebene Summe., ober SDifferenj ^aben. — 

Stuf gäbe 10* SBenn bie S)ifferenj gtt)ifd[)en einer i)on jmei 
gleichen auf einanber fenfrei^ten Gräften unb il^re SWefuJtante 
gegeben' ifi« bie Ärvifte fetbfi gu flnben. — 

Stuf gäbe IL SBenn jwei ©efinen AB, AC eine^ Äreife^ jwei 
Ärafte barflellen, unb bie eine AB gegeben ifi, V\t anbere AC \t> 
ju bejlimmen, ioi^ i^re SRefuItante ein SK aji mum »irb. — 

Stuf gäbe 12. SBenn brei Ärafte P^ Q, R einen materiellen 
5ßnuft im ©leic^gewid&te fialten unb bie ®rö§e unb Jtti^^tung 
»on P, \m\t bie ®r5§e ii(>nR unb bie 9li(|^tung »on gegeben 
ifi: bie 9li(|^tung t)on R unb bie ®ro§e >»on Q ju flnbem — 

Stuf gäbe 13. SBenn «,/?>/ bie SBinfel bejeid^nen, tt)etd)e 
bie JRefuttante breier re(Jt)tn)inHiger Ärafte mit jeber berfelben bitbet, 
ju betoeifen: bag: 

C08 %a + C08 2ß + cos 2;' = •— 1 

Stufgabe 14. SBenn auf einen in ber <Spi^t beö redeten 
SBinfel^ eim^ re(^ttoinfligen 3)reiecfeö beflnbtt(ä^en materiellen ^unft 
Ärafte »irfen, rt>t\ä)t nac^ ©röge unb Stiftung burc^ bie geraben 




Sintert bargefleüt iverben, bie att6 ber fragtt^eit Sßinfelfpt^e nad^ 
glei(3^tt)cit i)oit einaubcr abfic^enbert ißunften bcr ^^potenufc ge« 
gogcit flnb, bic ®tß§c unb Sficf^tuitg i^rer fflcfuWantc ju flnbcu» — 
Slufgabe 15. 3« einem glei(^f(^enflig re^twinfligen 
Dreietfe ABC noxxten brei glcid^e Gräfte nad^ ben JRicl^tungen -4^, 
BC, CA; man foH ben 2lngrippnnft, fo »ie bie @rö§e nnb 9iiä)= 
tung ber Äraft flnben, xoel6)t jenen ba§ ®!eic^gen)i^t I^cilt — 

5lufgabe 16. 9ln ben beiben gegenüberliegenben 2BinM= 
fpi^en Ay C eineö 5lJaraIIeIogrammeö ABCD xcixUn jwei paraDele 
Gräfte in bemfelben (Sinne nnb an bem jpnnfte B xoixh m6) ber 
^Diagonale BD eine britte Äraft; man foll bie (Sroge nnb ben 2ln= 
grippunft einer i)iet;ten Äraft finben, meldte baö ^Parallelogramm im 
@Ieict)gett)i(j^te plt» — 

Slnfgabe 17. (^i\x @m6)t JTmirb bnrc^ brei^rdfteP,, P,, P^, 
jebe = J ^, auf einer polirten geneigten @benc AB im ®Ieid)= 

gewidj^te erhalten, inbem bie eine Äraft 
Pi »ertifat auftt)ärtö, bie anbere P^ ^a^ 
rallel gu ber Sbene AB unb bie britte 
P3 na^ fiorijontaler 9li(]^tung »irft. Ttan 
fott bie Steigung ber ßbene AB gegen 
ben ^orijont bejiimmen. 

äuflöfung» 9luger ben brei Äraf- 
ten P^, Pa, P3 iDirfen auf ben Körper C un bem ®mxä)te W nod^ 
biefed ®ett)i^t #r tjertifal abwarte unb ber SBiberfianb R ber Gbene 
AB nac^ einer auf ^ä fenfre(|)ten Stiftung, n^eil bie Sbene AB 
atö üoHfommen glatt i)oran^ge|e^t mirb. S)a alle biefe 5 ffirafte in 
berfelben 6bene liegen, fo ^at man nad; §♦ 18., wenn man jie na(f> 
ben fflid^tungen CA, CR gerlegt, afö SSebingungen be« ©leid^- 
gett)i(l^teö »on C: 

P^ nVi © + Pa + P3 CO« — ^ «» = 0, ) 

Ä + P^ CO« © — P3 «lÄ — ;F CO« © = 0. ) ^"^ 

Slu« ber erflen biefer ©lei^ungen folgt wegen P^ =i p.^=:z p^ 
ober: 




^/r 



1 + cos =r 2 «m 0, 



^ . © , . 

2 co8^ -«- = 4 «m -^ CO« -^ ^ 
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f»Ifl«(^: tan. -® — ' 

alfo: 0=2 arctang J = 53^7' 48". 

Gö mag bcmcrft werben: bag tt)ir ber jweitcn Sebingung 
gfcii^nng («) gar nid;! bcburft ^aben, n)obur(^ fid[) ba^ am 6ube 
ber Sinleitimg ®efagtc bcflattgt — uub jiattflnbet, wenn man bie 
Äraftc nac!^ einer 9Jtcl;tiing gerlegt, »eld^e auf ber 9'?icl;tiing nn = 
befanuter nnb nid^t gcfnd;ter Ärafte fenfrec^t ijl» -- Uebri= 
genö gibt bie ixodit ber ©leid^ungen {a) ben 3B{berflanb R ber 
geneigten 6bene, fobalb gefunben ifi, — 

Ratten voxi bie Gräfte )x^i) ber ^orijontalen unb bertifa^ 
len Sli($tung jerlegt, fo fiatten \m jiatt ber ©leic^^ungen (a) bie 
beiben folgenben erl;alten: 

Rsin — P3 CO» — P3 = 0, 

Ä cos + Pi + Pa 81» — Jf = 0, 

xoo bie Unbefannte fi in beiben i^orfommt, nnb alfo erfl eliminirt 
n>erben mü§te, tt)a§ Ui ber erflen B^ri^S^ng ber Gräfte tjermie^ 
ben n)irb» — 

Stnfgabe 18, 3"^^^ gteiite, gleici&formig, biete nnb biegte f&aU 

fen JC, BC flehen auf einer glatten bo^ijontalen 
{^\>t\it AB, inbem il;re unteni ßnben burcä^ ein ©eil 
i^erbnnben, bie obern gegen einanber gelernt unb 
bie »atfen in einer Sertifalebene ftnb. SWan foH 
bie Spannung be$ ©eileö JB bejlimmeuv — 

2lufIofung, {g^\tx AC= BC = a, AB = b, 
^ CAB = 0, (7 ber ©^werpuntt Don JC, fo 
ifl ber Satfen AC unter ber SBirfung be$ SBiber^ 
^iitanic^ R »on BC, ber Spannung T beö ©eile« 
JB, be« 2Biberfianbe§ Ä' ber ^orijontaten ßbene unb beö ®e^ 
ttjic^te« W im ®lei^gen)i(i)te, — Um ä' ju t^ermeiben, gerlegen wir 
bie Ärafte nac6 ber ^origontalen JRic^tung unb nel;men bie OKomente 
in Segie^ung auf Un ^xmtt ^, fo ift: 

Ä -« r=0, alfo R= T, 

unb: 

Ä. ACsin — W. AG cos 0; 

folglich: 
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T = R = M\ ^ cotg & 

Slufgabe 19» %\\ bem fcpcn ^Punftc ^ ifl ein buuner ga= 

ben bcfefligt unb an bem Äitoten C beizeiten ein 
®emicf;t P aufgel^angen , inbem ^n bem anbern 
6nbe be^ gabenö, nac^bem berfelbe bur^ einen 
glatten, mit J in berfelben »^orijontale liegenbcn 

SRing B gejogen, ein ©en^ic^t Jf mxtt 2Ran 

p 

foll mm ba§ 33er^altniö -^ fo befiimmen: bag 

im @Iei(^gett)i(]&töjnfianbe bie 23ertifale in C bie 
Entfernung ^B in D fialbirt* — 
Muflofnng. 5Rad^ ber äJoran^fe^ung i^ offenbar Z. JCD 
= Z. BCD = 0. e^ fei CA ^ h, AB = Qy T bie ®))annung 
i)on AC nnb W iji bie t>on 5C, »eil ber 9ling B i^oHfommen po= 
lirt ift/ S)ie »ertifalen Som^)onenten ber auf ben ßnoten C toirfen^ 
ben Ärafte geben: 

(T + W) cos = P, 

unb bie ^orijontalen : 

Tsin ^ IFsi/« 0, alfo T= »F, 
f otgIi(^ : 

2 IT CO« = P, alfo €08 0=: ^ 




2 fr 



(«) 



gcrner ifi offenbar: 



b sin == — - » alfo sin = ^7 
X ao 



(ß) 



Slbbirt man bie Duabrate ber ®(ei(I;ungen (a), (/?), fo ergibt ^i) : 






unb enblid^: 



pa 



+ 



a' 



pa 



4 W^ ' 4 6^ 



. folglid^ 


4" 




V^4*» 





ö» 



4 62 



a' 



ib^ 
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o~~ir 



IT j! 

7 



5tufga*c 20. A, £ jiub jwei Km berfclben ^ortjontdc Xw- 

gciiDe fefic ^punfte, njclc^c \^\\x^ einen ga= 
ben AOOÄ »on ber Sänge c t>erbunben 
Pnb, ^xi bem in jwei ^nnften O, O' i^et 
®en)ic^te ir, IT' wirfen. SRan foH bie 
Sage ber ißuntte O, 0' fo bcttimmen : \>(xS^ 
OE = O' ß' = einet gegebenen ® roge « tt)irb* 
«nflofnng. ßö fei AX = &, ^AOE= 0, zl^l'O'^ = Ö' 
unb Tbie (Spannung t?on 00'; fo ^at man für baS ©leic^gemd^t i)onO: 



JTi 



w 



^n(^ + ©; 



unb für ba^ i)on O': 



TT 



T 



«in(^ -k^ &) 



= co/^ ©'. 



unb: 



" sin (n — &) 

2luö biefen beiben ©leic^ungen folgt: 

Wtang & = W'tang &. 

gerner ifl: 

EE = AA: — AE '- AE' 

= b — a (tafig + tang &) 



w 



*. 



w 



JS£' = 00' = c — ^0 — ^'0' 

= c — o ('«cc + see Q'), 

folglich : 

a (sec O + sec & — tang — tang &J z= c - 

2lu« ben ®Ieidt)ungen (^t), (v) ergeben jt^ bieSBert^e »on 0,0' unb 
ba OE = 0'E= a gegeben iji ; fo finbet man ani^ leicht AO unb A'(f. ' 

Slufgabe 21. ein gaben PAQCQ'bp, an 
beffen htiOtn Snben jwei gleicJ^e ©ewic^^te P 
fangen, ge^t über eine fejie SioUt C unb über 
itod gegen C fpmmetrifd^ gelegene fefle unb ^>o-' 
lirte »oljen A, Ä lieber C wirb ein \ä)mm 
9«ng «O' auf ben gaben gelegt, beffen innerer 
2)ur(i&mejfer fo gro§ ijl: bag bie obern gaben= 
If fiütfe parallel jlnb. man foU bie ®tei^gett)id^t8= 
läge be« fflingeö befHmmen. — 
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9lufI5fMng» e^ fei W ba« ®ttoxä)t be^ Oünge« uub © bie 
SReigung l^on ii$ gegen bic ^ortiontvile iiß. 3)a bei SRing wnb bte 
33oIjen )ßol\xt f!nb, fo tfl bie ©pauming beö gaben^ überall = P, 
imb menn fic^ baö ®k\6)^evoxd)t ^ergefleHt f)atf fo fann man annef;= 
men: bag 9ling unb %(ibe\\ m i^ren Seru^rung^pnnften fejl »er- 
bnnben jtnb* 2ll«bann mti bei SRing tuxä) 5 Kräfte im ®Iei(^' 
gett)id;te erhalten, namli^ burc^ bie i^ertifalen Spannungen P, P 
lang« ^C, $'C, bnr^ bie fc^iefen Spannungen P, P na^ «^, §'i? 
unb burd^ fein eigene« ®cm6)t W, melAe« i^ertifal abwärt« tt)irft. 
Serlegt man alfo biefe Kräfte m^ ber »ertifalen 9li(i)tung, fo \)at 
man für ba« ®IeiclS^geioi(^t : 

2 P — 2 P «>i — TF = 0, 

foIgK4> : 



«Vi = 1 — 



2P 




»obur^ bie Sage öon Q fljirt ifl. — 

Slufgabe 22. ^mi ®ett)id^te P, Q jtnb burc^ einen gaben 

»erbunben, »eld^er über jmei in berfelben ^o^ 
rijontale liegenbe glatte Sotjen ^, B get;t, 
unb tt)oran mittelfi eine« fflinge« C ein ®e= 
mä)t W aufgel;angen ifi» ^(xn foll bie ®Iei(3^= 
gewi^t«Iage biefe« JRinge«, fo \m bie "^(X- 
tur be« ®Iei(j^gett)ic^te« bejümmen, b» ^* 
ob bajfelbe flabil iji, ober ni^t. — 

Sluflöfung. 2)a bie Soljen Ä, B unb ber 9ling C ^joHfom^ 
men polirt jtnb, fo ifl bie Spannung be« gaben« überall biefelbe; 
folgli^) P = Q. 2)er ^unft C xoxxt alfo burcj) bie beiben nac^ CA 
unb Cß tt)irfenben Spannungen P unb bur^ ba« ®txo\ä)t W im 
®(eid^gett)ic^te gehalten, unb folglich ifl nat^ §. 16: "T^AUiWt.te 



IT 



alfo: 
unb: 



p 



sin BCW sin ACW sin AGB 

z: BCW = ^1 ACW, 

sin ACB sin 



sin ACW 



s$n 



- = 2 C0.-2 . 



»oburc^ bie ®lei(^gett)ic()t«Iage be« JRinge« C befiimmt ijl* 
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Um ferner ju entfcl^eiben, ob baö ®Uiä)c^m(^t flaHI \% ober 
ttt^t, fei ^Ä = 2 ö, C>F = c, 2 6 = bec gange beö gaben« 

nnb z bie Siefe be« ©^»erpunfteö üon P, (?, VT unter ^i?; fo i|i: 

C^ + Q + H^) ^ = p. ^p + 0. 5Q + H^. />»r 

^2P fb — ~0 j + »r (^c + ff.co^^ |-), 

f olglid; : _ 

^^ @ Q 

(2 P + WJ ^= P a cosec -^ cofg "2 ~ ^ ^ ^ eoÄ^c» -^ 

= y coÄcc« y (2Pco8 ® — r; = (§. 67.), 
unb: 

{2P + WJ -j^ = — —cosec* y P siw y i 



wegen W = 2 P cos -^^ 

ßg tjl alfo I ein 3R a j i m u m ; folgli^ baiJ ® leic^ge^Dic^jt jl a = 
6il (§* 68). 

dz 

2tu(^ tjl ju bemerfeii : bag bie ®Ieid;ung ^ = ^ W^« ^i^ 
®Iei(^gen)id^föbebingnng : 

»F ^ 2 P eo« "2 

ioon felbji gibt. -— 

Slnfgabe 23. Sine fc^were gerabe Stange AB ru^t mit i^ren 
4 lMk«i&T' ©üben auf jmei glatten geneigten 

i^uT^^ .Ä' ebenen OA, OB, fo ba§ bie löer^ 

p^lHH'^ N^ / ^^ tifalebenc burd? bie 5lje ber Stange 

auf t>en geneigten ebenen fenfredi>t 
i|t. OKan foU bie ®Iei(l)gen)id;tö^ 
läge ber Stange finben. — 

5lnflofung. ßö fei AG = a, 
BG = b, m G ber Sd^tt^er^unft ber Stange ijt; fo tjl btefelbe 
unter ber JSJirfung ber SBiberftanbe R , R' unb i^re« ®ett)i(^te« im 




<v 
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®Iei^gctt)t(|te» Um btefcd ®tmä)t in ben ©letc^migen ju i>ermeiben, 
jcilegcn mr nac^ ber ^orijontalen 9?t(^tung uub nehmen bie 2Ro- 
mcnte in JBejic^wng auf ben ^unft G, fo tfi: 

Rsin a — ä'siVi /5 = 0, (wi) 

unb: 

R. GA sin GAR — R\ GB sin GBR' = 

ober: 

R acos OAB — R'bcos OBJ = 0, 
b» ^, : 

Ä flcos i^a + ©; — R'bcos (ß ^ Q) = 0; (w) 

alfo : 

(ti) a cos /'a + 0; b cos (ß — ©>> 

unb: 

tans = ^ fe_J . 

21 uf gäbe 24. Sine glatte Äugel LM bon bem ^albmejTer r 

(= 63oU) unb bem ®ett)i(^te w (= 3J $fb.) 
'» liegt auf einer glatten öf>ene AM^ beren 3ltU 
^ gung gegen ben '^orijont = « (= 60®) iji, 
unb tt^irb bur^ einen um A beweglichen glat= 
ten 33atfen AB x^m bem ®en)i(]^te W (= 100 
{Pfunb) unb ber Sänge a (= 6 gug) im 
®lci^gett)idf)tc erhalten ; m<vx foll bie ©leid^gcwid^tötage ber Äugel 
unb be^ Satfenö bejiimmen. — 

Sluflöfung. ßö fei R bie JReaction in L jwif^en ber Äugel 
unb bem 33alfen , unb ä' bie JReaction in M jtt)ifd}en ber geneigten 
ebene unb ber Äugel, xotM^t refp, auf AB unb AM fentre^t pel;en, 
ViVi> Z.BAM=% 0. 2)er um A bewegliche ©alfen AB, bepn ®df)tt)er= 
))unf t G fei , wirb burci^ R unb IF im ®leid^gewic^te get^alten , unb 
man \)oA für benfelben in Sejie^ung auf ben ^unft A bie SDiomentcus 
gleid^ung : 




b. ^♦: 



B. AL = W. Y ^^* <"« + 2 0;, 



fi. r cotg = IT. Y ^^« <"« + 2 0^. 



2)ic Äugcl mxi intd) bie möf LC, MC xcixtenUn SBibetjlänbe 
Ä, ä' unb i^r ®em(i)t w m ®lci(]^flctt>t(^tc gcf;aUen — unb um 
Bf in bcn ©lei^ungcn ju »ermcibeu, »oBen tt)it bie Ärftfte i)araDeI 
ju bor geneigten (Sbmt gerlegen ; fo ifl : 

R sin 20 — w sin a = 0, 

SBenu man R jtt)if(^en ben beiben legten ®lü^m^en eliminirt, 
fo erhalt man: 

2w rsma cofg Q -- W a sin ZO cos (a + 2 O), - 

alfo : 

tPT 

sin^ cos fa + 2 O) = rrr- sin «, 

Wa 

unb wenn man in biefe ©leic^ung \nx W, w, a^ r, a i^re SBertfie 
fe^t; fo ergibt fic^: 

= 4« 45' 30" 
unb: 

a + 2 = 69« 49', 

ttjoburd^ bie Sage beö Salfenö bejKmmt iji, — 
!Die ber Äugel ergibt p^ au« ber (Relation : 

^M = r CO« = 5,822314 gug, 

Slufgabe 25. ©in glcidf)f5rmig ^ä)mxn S3alfen C/> ru^t mit 

feinem einen Snbe D auf einer j)olirten 

^^ geneigten Sbene DB, ma^renb ia^ an- 

A berc (Snbe C mittelfl eine« gaben« CA »on 

^/^^^l^^B gegebener Sauge = ä an einem feflen 

{punfte A aufgefangen iji; man fott bie 
®lei(]^gen)i(|it«lage bejfelben flnben. — 
Sluflöfung. e« fei AB fenfre^t auf DB, q> ber Steigung«^- 
»infel öon AC unb ber r>on CD gegen ^ä, G ber ©c()tt)erpunft 
be« 33atfen« , « bie Steigung ber Sbene DB gegen ben «^origont, 
CG = a = DG, AC =: b, AB == c, T bie ®))annung beö ga^ 
ben« i4C unb R ber SBiberjianb ber Gbene DB in D; fo ^at man, 
»enn man AC unb, C/> auf AB j>roiicirt : 

c = b cos (p + 2 a cos 0. (1) 

Um ia^ ®en)ic][^t be« ©alfen« tu ben ©leic^nngen ju üertnei* 




Un, gerlege man bie Jlrafte m^ ber ^Dttgontden Stid^tung wxi 
nc^me bie SWomente in ©ejielfiung auf G; [o f)at mau: 

R sin a — Tsift ((p — a) = 0, 

unb: 

R asm G — T asm (e — f) = 0; 

foIgK^: 

sin & sin Cqp — «^ = sin a sin (Q — (jp) 

unb: 

2 cotg 9 = cotg + co/g a; (2) 

aber au« (l) folgt: 

b cos q> s=z c — Z acos 0, 

müf^tn ijl: 

% b sin qi z=z (c — i a cos Q) (cotg -|- ^^^S ^)i 

alfo : 

4 *a = (2 6 cos 9^3 + (2 b sin (p)» 

= (c — Zacos (p)* [4 + (cotg + eo^g «)«]. 

%id btefer ©let^ung mug abgeleitet »erben, unb alsbann 
gibt (2) ben SBert^ Don <p. — 

Slufgabe 26. SDrei »alfen AD, JE, BC pnb in A, B, C 
^ bur(^ Oeminbe »erbunben; AE ifl jjertifal 

— f— unb in E befejiigt, unb AD ijl ^orijontal, 

unb enblid^ ijl in D ein ©ewic^t W auf* 
^ gegangen. ÜRan foH ben 2)ni(f auf bie 

^^ ®ett)inbe finben. — 

Sluflofung. SBegen ber Oewinbe in C 
unb B tmn ber Salfen CD nur nac^ ber SRid^tung feiner Sauge eine 
SBirfung ausüben, unb ed fei T bie S)ru(ffraft, »eld^e berfelbe in 
ber [Richtung CB auf B unb in ber Stiftung BC auf C ausübt* 
35en auf A ausgeübten Drutf »ollen mir naä) BA^ AC in bie Som» 
ponenkn X, Y jerlegen, unb eS fei ^ ABC == a^ 5C = a, äZ? = *. 
Sltöbann »irb ber Salfen AD )öon ben Gräften X, Y, T unb IT 
im ®leid^gen)i(]^te gefialten, unb menn man biefelben nac^ ber »er* 
tifalen unb l^orijontalen 9li(]^tung jerlegt, unb bie 2Äomente in SSe» 
jief^ung auf ben ^ßunf t B nimmt ; fo ergibt jlc!^ : 

fr — T9in a + Y— 0, 

T CO« « — Jf = 0* 

7 



itnb: 

Wb ~ r a CO« a = 0. 

2lu« tiefen 3 ©lei^ungen ergibt jt^: 

Wb 



Y = 

a cos a 

rp a cosa + b 

a cos a sin a 



W, 



^^ acosa + b ^^ 
a sina 

»oburd^ bie S)rucffrafte auf J^ B unb C offenbar ber ©röge unb 
(Rid^tung ncii^ beflimmt jinb. — 

SBenn ik Oeminbe bei ^, 5, C' fe|l »urben, fo erfolgte bie 
SBirfung »on BC ni^t not^tt)enbig na^ feiner 9li(!^tung, unb »are 
nnbejlimmt — unb e« Mnnte ber S5alfen BC fogar I;inti)e8genommen 
»erben, o^ine \>^% baö Olei^gewic^t gejlort würbe» — 

Stuf gäbe 27. 3">« f^were ißnnfte jP, Q jinb burc!^ eine un- 
Jiegfame gerabe Sinie nerbunben ; P liegt auf einer gtatten geneigten 
QbtMt, unb man foB bie ©lei^ung ber Surtje finben, auf »eitler Q 
liegen mu^, »enn in allen Sagen ba$ @Ieicf^gen)id^t flattflnben foQ* — 

äuflöfung. 2)ie ©leic^ung ber geneigten ßbene fei: 

y = ms, (1) 

tnbem bie Sije ber s (lorijontal unb bie ber y oertifal i|l. 6« feien 
s\ y bie Soorbinaten i>ott jP unb jt, y bie öon Q, b bejeid^ne bie 
^ö^e beö gemeinf(^aftlid^ctt ©d^tt)er:|)unfte^ oon P unb Q über ber 
äje ber o?, »elc^e nacf^ §. 68 con flaut ift, unb a bie Sänge ber 
fleraben SSerbinbungöÜnie oon P, Q; fo ifi: 

(P + Q) b=^Pg' + Ol,, (2) 

a^ = (s- s')^ +(y- y)\ (3) 

«u^ (1) unb (2) folgt : 
unb wenn man biefe Sßett^e ffii x\ y m (3) \t%i\ fo etgt^t {{^: 



99 

+ ri + ii;ri + |/ -«'-• = 

afö We ©{cii^ung bct gefud^tcn Sume, m\^t folgli^ eine Slltpfe tji,— 
21 uf gäbe 28, 6me Stange JB liegt in einet poMen i)of)Un 

^dbfugel, inbem jte ^^ in P unb Ä 
gegen biefelbe flü^t; man foH bie ©{ei^^^ 
\^^y<i gemid^tölage ber ©tange finben» — 
^P 2lMfIdfung, g« fei C bet SKittel^' 

^ \.._...^^ ber ©tange, fo »irb le^tere im ®{ei(^» 

gemixt gehalten : 1) burc^ tan SBiberjlanb 
in P nad> ber anf ^5 normalen JRid^tnng PQ, 2) burdf) ben SBiber* 
jlanb in A nad^ ber burc^ C ge^enben [Richtung ^Q unb 3) bur(]^ 
i^r eigene^ ©emic^t, tveld^ea \\\ G uxütal abwarte wirft. S)iefe 
brei Gräfte müiTen , ba fie nic^t i>arallel jinb unb bie ©tange AB 
ioä) im @Ieic^gen)i<^te galten, burd; benfelben ^unft gef^en (§. 54); 
folglich ifl QG »ertifal unb: 

AQ_sinAGQ 
AG~ sviAQG' 

e« fei JG = ö, CP = r, fo ifi ^0 = 2 r, »eil JPQ 
= 90 ^ = -— ifl ; ferner fei bie Steigung ber ©tange AB gegen Un 
^orijont, b. \). ^L CPA == 0, fo ifl: 

^6?0 = gr -. i«0 = ^ - ( J- - 0) = ~ + ö 

unb: 

AQG = PGQ -• PAC = (^ ^0) — e= j- — 20; 

folgli^: 

2r 



^ 2 "^ €08 Q €08 Q 



a ~ . .n ^ ^~ co8%0 2co«»0 — 1 

«I» (-^ 2 0^ 
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alfo enbliij^: 



cos^ 



a 



r 



€08 9 = i, 



»oburd^ bejiimmt n)trb. — 

Slufgabe 29. Sin glatter ^(^mxn Salfen ^iß, iDcId&er jtd^ 

um ein ©eiDinbe in Am einer tjertifalen Gbene 
bre^en fann, jlu^t jid^ auf einen anbern CZ>, 
m\6)tt jtd^. in betfeI6en 66ene um C bre^ 
^en fann. 3Wan foH bie ©leic^gen^ic^tölage 
flnben. — 

Stuflofung» (S§ feien ff, G' bie ®c!^n>er^ 
))unfte ber beiben 23alfen, moran i^re ®e- 
n)i(^te W, W" angetrad^t fein mögen, unb 
R = R' ber geg^nfeitige SBiberjlanb ber beiben 
»alfen ^B, CD in />. gerner fei JG ==, a, CD = b, AC — c, 
^BAC= @, ^ ACD = cp; fo ifl für ba^ ®leid()gett)i(^t »on AB, 
tt)enn man bie aRomente x^i>n R unb W in Sejiel^ung auf ben {ßunft 
i4 nimmt: 




IT. a. C08 e =z R. AD 






(1) 









Sbenfo ^at man, x^txm rem. bie aWomente x^t^n R\ W in 95e* 
jie:^ung auf ben 5punft C nimmt, für \><i^ ®Ieic^gen)i^t be« Sai- 
ten« CD: 

W'. ^C08(p = R' b sin CDU 

= Rbco8 CDA, wegen fi = fi' 
= — JB 6 CO« ("0 + y^ 

unb wenn R mittelfi (1) eßminirt wirb : 

ZWacosQ sin cos fQ J^ q)) + fT' 6 coä qp «iw 9 == 0. (2) 

gemer ifi: 

_c^ sin {& + (pj 

b sin 



(3) 



unb folglich jinb bie SBert^e Don O, q> bur(]^ (2) unb (3) 
bejKmmt 
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Slufgabc 30, 3tt)ci »alfen AB, AC ftü^en jld^ auf bcr ^o- 

rijontalcn 6bene ^/> in A ^e^en cinanber 
unb in B, C gegen ä»ei öertifale ßbenen 
EB, DC; eö jtnb bie Sangen a, b, fo mt 
bie ®ett)id^te IF, l^', ber beiben »alfen 
gegeben, urtb man foH bie gcgenfeitige 
Entfernung ED ber beiben öertifalen Sbe^ 
nen beflimmen, »enn i)er SBinfel BAC ein 
r e(^ter ift — 

2luflöfung. $Der Satfen AB »irb 
bur(3(> Ä, ir unb bie in A auf i^n »irfenben SBiberflänbe im @leic$= 
gewichte gehalten, unb um biefe in ben ©leic^iungen ju DermeibeUf 
wollen xok bie 2Komente »on ä, W in Segie^ung auf ben ißunft -4 
nehmen; fo ijl, toenn ^l BAE = gefegt »irb: 

IT. y cos — Ä astVi = 0. (1) 

(Sbenfo erf^att man für ben Satten Ad 

W' ^ wiQ -- It b cosQ — 0. (2) 

Um no(j^ eine ®Iei(!^ung jwifd^en R unb ä', aber o^ne bie in 
A toirf enben Ärafte gu erl;alten, njoHen »ir annehmen : bag bie \^A^ 
ben Satten in i fejl mit einanber i^erbunbcn jtnb, it)obnrd^ loeber 
ba^ @leic!^geti)ic()t gejlort, noct) R ober ä' geänbert »irb, — Sltö^ 
bann.ifl BAC ein fefter Körper, welcher jt^ unter ber SBirfung ber 
^orijontalen Ärafte ä, ä', feinet öertifal abtoart« tt)irfenben ®ett)i^= 
te^ »T + H^ unb be§ i^ertifalen SBiberflanbea ber Sbenc Elf in A 
im ®Iei^getoic()te beflnbet, klimmt man folgli^ bie :^orijontaten 
Komponenten biefer Ärafte, fo ^at man: 



Ä — fi' == 0. 



(3) 



Sliminirt man nun Ä unb K jttjifd^en ben ®teid^ungen (1), 
(2) unb (3), fo er^tt man: 

W C08» = IF' «m** 0, 

folfllic!^ : _ 



mtb: JBDssaeosS + bmn0 

a + b tang& 

~ yf \ + tang* 

_ a yTW + h V^T 

~ yf W^ + W 

SufgaBe 31. 3ti>ei gegebene Solfett AC, BC, tvel^e in C 

tm^ ein ®emnbe t^erbnnben {tnb, mer- 
ben quer über einen ^orijontolen )>oIirten 
Splinber r>i>n einem gegebenen ^albmeffer 
r gelegt ; man foll i^re @Iei^getDi4^töIage, 
fo mie ben S)rutf auf i^r @etDinbe be- 
>/t^ j'^ \^ , pimmen. — 
^ / ^"q \^ aufUfung. g« feien C, C bie 

®(^»eri)unfte »on iiC, CB; W, w' if)xt 
®e»i(^te Mttb P, i^re Serü^rungd^ 
pmtte mit bem S^Iinber, befen Ouer- 
f^nitt^mittelpunft O ifl, ^l COH = e, ACO = BCO = g>, 

6C = a, GrC =5 6 unb 7 bie «&o^e bed ®4>»erj>unfte« bed gon- 
jen S^flemed über einer burdl^ O ge^enben ^orijontalebene ; fo ifl: 




femer: 



(W + W') %^ W. OM + W\ OM'; 

OM = OCcosQ — CG cos ClfH 

rco8 ^ , o \ 

— a cos (€p + 0)j 



unb: 



smq> 



OM' = OC cos — O'G' cos W 

r cos 



sm (p 



— b cos (qt — 0) ; 



folglich : 

(w + r; 7 = (IT + r; r. ^^ 

— W acos((p + 0) — Wbsin((p — 0). 

3n ber @(ei(!^gett){(^t$Iage mu§ aber z, xoü^e^ eine Function 
ber betben unabhängigen 33eranbcrlt^en <f^ ifl, ein 2Äajimum, 
ober SWinimum »erben (§. 67.); folglid^ ijl: 
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^ ' ^ d© ^ ^ ainif) 

+ W asin(<f + Q) — W'b sin ("«p — 0) = 

unb: 

r»^ + H-v I = - r»- + r; . =1^ 

+ Wasin{<p + O) + W'bsinfq) — 0) = 0; 
alfo: 

r»r + IFV r cosec* (p = (Wa -- W'b) cotg 

+ fWa + WbJcofgq> 

unb: 

(W + W) r cosec» (p = fWa — JT'i;! teng^ 

+ (Wa + Wbjiangqf. 

3ie^t man biefe Beiben legten ©leit^ungen r>on eimnUx ab , fo 
ergibt jt^: 

fang 29 _ FT^ft — Wa . 

tang2q>'^ W'b + Wa' ^ ^ 

unb ttjenn man eliminirt: 

4 WW'ab sin^ (p ^ (W + W) (Wa + W'b) r tangip 

+ (W + W'P r» = 0, 

»orand ji(3& 9 ergibt, unb wirb atöbann burc^ (1) gegeben» 

Um ben SDnicf auf ba« ®ett)tnbe C gu flnben , fei T ber auf 
^C in ber SRici^tung CT unb auf BC in ber entgegengefe^ten 9lict>* 
tung ausgeübte S)rucf» Um ferner ben unbefannten S)rutf in P nic^t 
in bie ®{ei(]^ungen ju befommen, gerlegen »ir bie ben JBalfen AC 
im @lei(]^gett)i(^te ^aftcnben Ärafte nacij^ ber Stiftung JC unb ne^* 
men i^re SWomente in JBegiel^ung auf ben ißunft P; fo iji: 

1 co8(n — JCT) — W cos JHO = 0, 

unb : 

T. FCsinJCT — W. PG. sin JHO. 



3tu^ biefen ©leid^ungen ergibt ^^: 

PC' 



(—) = cos^AHO + ^^. sin^JHO 



cas^ ((p+ Q) J^. (— tang<p — 1)« «Äi» ('y + 0> 
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»obur^ T Beflimwt ijl, unb bie Sltd^tung, mäf m\ibtx T »feft, 
\»\tt atebann gegeben but^: 

JPG 
iang ACT = — _^. tan^ AHO 

= (^1 — — tangq>J fang (cp + @J. 
r 

51 uf gäbe 32. ®m Äörj)er C t^Dii bem ©ewtd^te IT »itb auf 

einer geneigten Gbene AB jum S^eil burd^ 
bie SReibung unb jum J^eil burc!^ eine Ähaft 
P im ®lei^gett)i(!^te erhalten; man foH ben 
fleinjlen unb größten SBertl^ »on P 
flnben. 

Sluflßfung. SBenn P feinen flein« 
"^ jlen SBert^ \)<xi, fo baß ber Äörper C jlc^ 

auf ber geneigten Sbene abn^ärt^ belegen 
»firbe, wenn P no^ etwa« f lein er »ürbe, unb ju bejei^net ben 9?ei= 
bung^coeffldenten (§. 82.)^ fo »ie ä ben Slormalbrutf auf bie (Sbt\it\ 
fo wirft bie {Reibung /uB aufwärts nac^ CB, unb menn man bie 
ilrape i)arallel unb normal gu ^41? jerlegt ; fo ifl : 

fiB + P CO« — Wsini = 0, 

unb: 

Ä + PsinQ — IT CO» t = 0, 

»0 ^ BAH = • unb ^ BCP = gefegt ifl. 

ßliminirt man R au^ biefen beiben ®lei(l[^uttgen , fo ergibt jid^ : 

_ «tili - ^co«t 
CO« — (A smQj 

SBenn Pfeinen größten SBert^ ^at, fo ba§ ^6) C aufwart« 
bewegen würbe, fobalb ber SBert^ üon P nur wenig größer würbe ; 
fo wirft bie JWeibung (aR abwart«, unb man ixm6)t in bem i^or- 
l^erge^enben 2tu«brucfe nur — (a für (* ju fe^en, um im größten 
SBertl^ Don P ju erhalten , namlid^ : 

«liw I + f* C08 i 1^ 
CO« -f- f< ^ 

2)iefe beiben ®rengwert^e oon P laffen ^i) att(]^ auf folgenbe 
gorm bringen: 
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sin (i — arctang (a) -^ sinfi -^ arctangpi) ..^ 
€09 (Q 4" arctang fk) ' cosfQ — arctang^) 

Slufgabe 33» 5ln bcn beiben ßnben cincö über einen poKr- 

ten ©tift 5 gel^enben gabenö P^O ffnb jmei Oe^ 
»i^te P, $ befefiigt, n)o»on baö eine P frei ^er* 
abfangt unb \>^^ anbere Q auf einer Suroe ^C 
liegt; m(xxi foH bie Sebingung unb Sage beö 
®lei^gett)id^tea finben, 

Sluflöfung» 2Kan ne^me bie SSertifalc Bx 
jur 2ljc ber s unb irgenb einen ißunft ^ berfel^ 
ben gum 2lnfangö:punfte ber Soorbinaten AM = x, 
QM = y, unb ed fei ßP = s*; fo ^at man 
nac!^ bem ^Principe ber J^irtueKen SWomente (§♦ 59.) 
offenbar : 

Pds + Qdx = 0. 

Slugerbem ^at man bie ®lei4)ung: 

ber Surioe JC, unb, »enn ^B = a unb bie Sänge be« gaben?. 
= * fl^f^ftt i»it^ f bie 9leIation : 




b =s + yTfa + xj^ + y\ 

S^ fei i* 33. bie Sur\)e AC eine {ßarabel unb ß ber 3)urc^= 
f(!^nittöpunft i^rer Slje mit ber JWic^tlinie ; fo ijl : 

y^ = 4aj?, 

folglich : 



unb : 



b =s X + V^ /"o + j:^* + Aax, 

3 a "{• X 



= dx + 



V^ fl» + 6aj: + x^ 



dx, 



alfo: 



— P. 



3a + j? 



V^a» + 6aj: + x^ 



dx + ^dr = 0, 



tt>oraud folgt: 



^ = — öö H ^ 



«■ 



IM 




©urt^ctt : 



unb bie StcIatiDn: 



3Stm ba« ®ett>{c^t P m*t frei 
^erab^angt, fonbcrn au(]^ auf einer 
Surne AD liegt, unb eö jtnb x', / 
t>it Soorbinaten t>on P, unb x, y 
bie üou § in 33egug auf iJ ate Stn^ 
fangöpunft; fo ^at man »teber: 

Pds + (?</x == 0, 

ferner bie ©leid^ungen ber beiben 



y =f(x*), y x=^ (f(x) 



i — yf s'"" + y'* + yT s^ + y\ 

e« fei g* 25. ^Z> ein Ar einböge n, beifen aRittetpunft in ber 
Verlängerung »on BA liegt, unb AC eine ißarabel, beren JRii^^t:^ 
Knie burc^ B ge()t; fo ijl bie ©leic^ung r>on AC: 

y^ =s ia (s — ajy 

unb bie t>o\x JD: 

y« = 2c (X — a) ^ (x' — a)» ; 

»0 c ben «^albmeifer be« Äreifea bebeutet; folgliij^: 

b = V X » + y'« + >/■ X» + 3^a 

= V^ 2x' (^e -f- «; — 2ac — a« + \A o;« + 4«x — 4a», 

unb : 

fc + a) dx (x + 2g; </x" 

V^ 2x' <^c + «; — 2ac — a» V^ x» + 4ax — 4a» 



= 



_ (c + a) dx (x + 2a) dx , 
BP "^ BQ ' 



alf : 



Q dx X + %a BP 



P 



dx c + a BQ 

»Drau« jid^ a? ergibt, tt)eiJ ÄQ ate gunftion i^on x befannt i|l. 
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aufgäbe 34, 3wei ßcgetetie ® miaute P, Q jtnb bur(3& einen 

gaben FAQ »erbunben, »el^er quer 
über einen horizontalen 6t)ünber gelegt 
ifl; man foH bie Sage unb Sefd^affen^^ 
^eit bea ®Ie{ci^gett)ic()tej5 flnben, — 

Sluflöfung, Offenbar liegt ber 

gaben in einer auf ber 2lje be« S^Ku^ 

berö fenfrec^teu Sbene, 6« fei C ber 

ÜRittetpunft bea frei^frlrmigen feufred^:: 

t^tt a)ur(|>f^nifte« be« Splinber« , BCD ^orijontal unb CA »ertifal 

!Da bie Sauge be^ gaben« FAQ unb ber «^albmeffer a be« ßplin- 

ber« gegeben jlnb, fo ifi ^PCQ = 2« befannt gerner fei 

Z,QCJ = a + 0, zlPC^ = a — 0, unb enbli(]{> «bie 
^i^t be« ©d^werpunfte« t)on P unb Q über l?/> ; fo ifl : 

(P + Q)l = P.CM + Q. CN 

= P a cos(a — 0^ + Q a cos (cc + 0)^ 

folglich: 



(P + QJ J^ = P asinfa— 0) — Q asinfa + 0), 

(P + Q) ^ = — P aco8(a — 0) -- q a cos.fa + 0) 

' ^ — (P + Qj'z. 
3n ber ®lei^geioi(i(^t«lage ijl aber: 



folglich : 



dz 
d0 



= 0, 



P asinfa — 0J = Q asinfa + 0), 



tt)orau« folgt: 



p Q 

tone = 5 fang a • 



tt)obur(]^ bie Sage be« ®Iei(i{)gett)i(^te« , »elc^e« nicbt jlabil ifl, 
»eil lein aWasimum ifl (§. 67), beflimmt wirb» — 
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alfD enbtiij^: 



C08^ — 7— CM 9 = i, 



tt)oburd^ bcjiimmt n)irb» — 

Slufgabc 29* Gin glatter fd^weret Satfen ^iß, twelc^er p^ 

um ein ®txomt>t in ^4 in einer »ertifalen G6ene 
bre^en fann , jin^t jld^ auf einen anfcern CD, 
m\ä)ei ^6)^ in berfelben 66ene um C ixt* 
^en fann» SWan foH We ®Iei(I;gen)i(^t$Iage 
flnben» — 

Stuflofung, e§ feien G, Ct bie ©c^mer^ 
))unfte ber beiben 23alfen, woran i^re ®e* 
toic^te »T, W* angebrad^t fein mSgen, unb 
Ä = Ä' ber geg^nfeitige SBiberjlanb ber beiben 
Salfen AB, CD in D. gerner fei AG = a, CD = b, AC = c, 
Z: ßiC = 0, zl JC/> = cp; fo ijl für ba^ @letd()gett)iit öon ^J», 
»enn man bie SKomente x^on R unb W in Sejie^ung auf im {ßunft 
Ä nimmt: 




»r- ^ 



W. a. cos e — R.AD = R.b. -^ 



8in q) 
sin B 



(1) 



s m 



■ • 



ßbenfo ^at man, njenn man bie aWomente üon R\ W in Se- 
jte^ung auf ben jpunft C nimmt, für ba^ ©leic^gewi^t be« hal- 
fen« CD: 

W\ ^cos(p = R' b sin CDS 

:= Rbcos CDA, wegen Ä = ä' 
= — R bco8 (& -^ (f), 

unb wenn R mittelfi (1) efiminirt wirb : 

%W acosQ sin cos (Q J^ (f) + W' b costp sinq> — 0. (2) 

gemer ifi: 

c sin (Q + (p) 

b sin 



(3) 



unb folgIi(| jinb bie SBert^e t>on 0, y Hx^ (2) unb (3) 
bejümmt 
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stuf gäbe 30. 3tt)ei »atfcti AB, AC jlfi^en fl^ auf bcr ^o* 

rijotttalcn Sbenc J^Z> in A gegen einanber 
unb in Ä C' gegen jtüei i^errtfale Sbenen 
EBy DC; e^ jtnb bie Sangen «, 6, fo tt)ie 
bie ®em4>te IF, ff«^', bet beiben 23alfen 
gegeben, unb man foH bie gegenfeitige 
Entfernung ED bet beiben »ertifalen Sbe^^ 
nen befiimmen, tt)enn ^et SBinfel BAC ein 
reiftet ift — 

auflofung. 2)et Salfen i4j? tt)irb 
burcfi Ä, IK unb bie in A auf i^n njirfenben SBiberfianbe im ®Iei^= 
genjid^te gehalten, unb um biefe in ben ©leic^ungen ju XJetmeibeUf 
»ollen roxi bie aWomente ödu ä, W in Sejie^ung auf ben $unft A 
nehmen; fo ifl, tt)enn ^^ ä^jB = gefegt »itb: 

W.^ C08Q —R asm © = 0. (1) 

dbenfo ec^lt man fut ben Salfen AC: 

TT* ^ »m — iT i CO« = 0. (2) 

Um no(^ eine ©leid^ung jn^ifd^en R unb ä', aber o^ne bie in 
A tt)irfenben Ärafte ju erhalten, »ollen »ir annehmen : bag bie bei- 
ben 93alfen in ^1 fefl mit einanber »erbunben jtnb, »obur^ »eber 
H^ ®lei^geu)i(i?t gefiört, no^ R ober R' geanbert »irb» — Slfö:» 
bann.ifl BAC ein fejier iSörper, tt)el(^er jlc^ unter ber SBirfung ber 
^orijontalen Ärafte JR, ä', feinet ijertifal abwarte »irfenben ®ett)ic^= 
ted IT + W unb be« i^ertifalen SBiberfianbe^ ber Sbene Elf in A 
im ®Iei(^gett)i(t?te beflnbet -Kimmt man folglich bie ^orijontalen 
Kom:ponenten biefer Ärafte, fo ^at man: 

Ä — Ä' = 0. (3) 

Sliminirt man nun R unb R jwifd^en ben ©leic^ungen (1), 
(2) unb (3), fo erl^att man: 

W C08» = fr' SWI» 0, 

folglich : _ 

iangQ= y^,, 



a ■\- b lang Q 



V'H'' + W 



«ufgate 31. 3wei flegebene »niren Ac, BC, wel^e in c 
but4> ein ©erotnbe »eibuitbeii pnb, iret= 
bell ijuet Ü6et einen ^orijontalen poMtn 
Kplinbet »on einem flegefeeiien ^alftmeffet 
r gelegt; man fotl t^te ©leictigenii^EöIaje, 
fi) »le ben SJtud auf i^t ©ercinbe ie- 
jlimmen. — 

Sluftofnna. S8 f"«" ^' ''' *•« 
' ©i^reerpnnfte »on -IC, CS; ir, w" i^re 
©eroic^te unb P, Q il)te »erü^tungS* 
puntte mit bem aiilinber, beffen Ei«et= 
ff^nüMratttelpuntt O ifi, ^ COff = ©, ^CO = BCO = y, 
GC = fl, G'C = 6 unb I bie ^ö\)t beö ©*meri)un(te« beä flim= 
jen ©ijfleme« ü6et einet inxi) ge^enben ^orijontnlelieue ; fo t(t: 




femer: 



(IK + ir'J a = IT. OM + IK'. OM's 
0M= OCcosO — CGcosCB'H 






obet 
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(W + W) ^ = ^(fV + W) r. ^ 

+ Wa8in(if + e) — W'bmn(<i> — G) — 
unb: 

Hx , ,, , cos C08Q> 

+ W adn((f + Q) + W'bsin((p — Gj =: 0; 
alfo: 

(W + W'J r cosec» q) = (Wa — Wb) cotg 

+ (Wa + Wb)cofgq> 

itnb: 

(W + W) r co8€c» (p = (Wa - W'b) fang 

+ (Wa + W'bjtang(p. 

3ie^t matt Mefe Reiben legten ©lei^Mtigen »on einanbet ab , fo 
ergibt P(^: 

tang2q>~ W'b + Wa' ^ ^ 

unb wenn matt eliminirt: 

4 WW'ab 8in^ tp — (W + W) (Wa + W'b) r tangq> 

+ (W + FF>r« = 0, 

»oraud P^ q> ergibt, unb tt)irb atebanu huxä) (1) gegeben» 

Um ben SDrudC auf ba^ ©eminbe C ju flnben , fei T ber auf 
^C in ber gii(|)tung CT unb auf BC in ber entgegengefe^ten 9li(^* 
tung ausgeübte J)ru(f. Uni femer t>tn unbefannten SDrudC in P ni^t 
in bie ®Iei(f;ungen ju bef^mmen, jerlegen tt)ir bie ben ®alfen AC 
im ®Iei(^gen)i4^te ^altenben Gräfte naci^ ber 9li(i^tung AC unb ne^* 
men i^re aWomente in ®ejie^ung auf ben ißunft P; fo ifl: 

r C08 (n — ACT) — W cos AHO == 0, 

r. PC sin ACT — JT. PG.smAHO. 

iefen ©teic^ungen ergibt jid^: 

CO«» ^HO + ^^. sin» AHO 

PC^ 

«= cos^ ((p + Q) ^ (— tano(p — 1^» sin^ (tp + 0), 
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»oburd^ T belKmmt ifi, unb bie 9ixä)tnni, m(^ toet^er T »irft, 
»trb atebann gegeben Hxä}: 

fang ACT = — ^. teii^ AHO 

= ^1 — — ^ong^) iang (q> + &). 

T 

aufgäbe 32» Sin ÄSt^er C ^Dti bem ©emicfite FT tDtrb auf 

einer geneigten Gbene AB jum S^eil buc^ 
bie JReibung unb jum S^eil bur(i^ eine Ä?raft 
P im ®Ieirf;gett)i(ä^te erhalten; man foH ben 
fteinjlen unb größten SBert^ tim P 
flnben. 

Sluflöfung» SBenn P feinen Hein« 
^ jlen SBert^ ^at, fo ba§ ber Äör^>er C p^ 

auf ber geneigten Sbene abtt)artö bewegen 
njürbe, mnn Pnoä) etwaö f lein er würbe, unb (a bejei^net ben 9lei= 
bungöcoeffldenten (§♦ 82.), fo wie ä ben SRormalbrudC auf bie ßbene; 
fo wirft bie Sleibung (aR aufwarte na^ CB, unb wenn man bie 
Gräfte paiaUtl unb normal ju AB jerlegt ; fo ifi : 




unb: 



fjiR + P C08& — Wsini = 0, 
R + PsinQ — ITcoÄi =: 0, 



WO zl BAH = • unb Z: BCP == gefegt ifi» 

©liminirt man R au^ biefen beiben ®lei(l[^ungen , fo ergibt fi(fi : 

CO« — ju 8m 

SBenn Pfeinen größten SBert^ ^t, fo baß pd^ (7 aufwart« 
bewegen würbe, fobalb ber SBert^ oon P nur wenig größer würbe ; 
fo wirft bie JReibung iaR abwart«, unb man brauiä^t in bem r»or- 
^ergebenben 2lu«bru(f e nur — fi für /w ju fe^en, um ben größten 
SBert^ X)on P ju erhalten , namlic^ : 

«»1 + f4 C08 i 1^ 

CO« + |M «5« 

2)iefe beiben ©rengwert^e oon P lajfen pd^ aud^ auf fotgenbe 
gorm bringen: 
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9in(i — arctangii) -_^ 8in(i + arctangfi) -_^ 
cos (@ + arciang (aJ ' cosfQ — arctangfi) 

Slufgabe 33. 5ln fccn bciben ßnbcn cincö iibcr einen ißoMu 

ten ©tift 5 gel^enben gaben^ PBQ fnb xwei ©e^* 
tt)t^te P, Q tefefitgt, tt)Düon ba^ eine P frei ^er* 
ab()dngt unb baö anbete Q auf einer Surce ^C 
liegt; man foH bie 93ebingung unb Sage bed 
®leid^gen)ic|)teö finben, 

Sluflöfung» 2Äan neunte bie SSertifalc Bx 
jur 9lje ber j^ unb irgenb einen ^Punft Ä berfet 
ben pm 2lnfangöpunfte ber Soorbinaten AM = s, 
QM = y, unb eö fei BP = j^'; fo ^at man 
na^ bem principe ber »ittueHen ÜÄomente (§. 59,) 
offenbar : 

Pds + Qdx = 0. 

Slugerbem ^at man bie ©leic^ung: 

ber Surtje ^C, unb, n^enn j4b = a unb bie Sdnge be6 gaben?. 
= * gefegt wirb , bie ^Relation : 




b =::s + yTfa + sj^ + y^. 

6« fei j. ©♦ bie Suri)e jIC eine ^JJarabel unb B ber 3)urd^= 
fd^nittapunft i^rer 2lje mit ber SRi^tlinie ; fo iji : 

y^ = 4ßJ?, 

foIgKd^: 



unb: 



b ==: s + V^ r« + ^^* + ^axj 

Sa + s 



= ds + 



V^ ö» + Gas + x^ 



-• dx , 



alf : 



— P. 



3a + JT 



\^ ö^ + 6öJr 4- -^^ 



rfjT + ^dr = 0, 



woran« folgt: 



X = — 3a + 



2g-/'2 
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gucken : 



unb W giclatton: 



SBenn b,a« ®ett){c^t P ni^t frei 
^etab^Ängt, fonbccn m^ auf einer 
Surüe ÄD liegt, unb e§ jtnb x', ^f' 
bie Soorbinaten »on P, unb x, ^ 
bie üou Q in Sejug auf B ate Stn^ 
fangöpunft; fo ^at man njteber: 

Pdx + Qdx = 0, 

ferner bie ®Iei<!^ungen ber beiben 



y =ff^'J^ ff = (pM 



b =:: yT s» + y'^ + y/^ s» + ^^ 

e« fei g, ». ^Z> ein Ar einbogen, bejfen SWittelpunW in ber 
Sertängerung »du BA liegt, unb ^C eine ^Parabel, beren fHi^U 
«nie i)ur4^ B ge^t; fo ifi bie ©leid^ung tjon .4C: 

^a = 4o r-a^ — «;, 
unb bie l^Du .^J?: 

ya == 2c (^x — «; ~ (s — a)^ ; 
tt)o c ben '^albmejfer beö Äreife^ bebeutet; foIgli(i^: 

6 = V x^ + y 3 + V^ jr» + y^ 

= \^ 2j:' r^e + «; — %ac — ö* + \A a?-» + kax — 4ö», 

unb: 

^ (^c + a) dx fx + 2 a) dx^ 

yf Ix' i^c + «; — 2ac — ö» V^^a ^ 4ßj; _ 4fla 

_ (g + «^ <^' T-g + 2gj r/j: . 
~ BF ^ BQ ' 

alf : 

^ — _ ^ _ ^ + ^^ EL 

P ~ dx~ c + a * BQ 

== ^_+_2? /J i\ 

c + a \BQ 7' 

tt)orauö pd^ a? ergibt, tt)eil ÄQ at« gunftion i^on j? befannt ijl* — 



ler 




5tufgabc 34. 3»et gegebene ®etoi(f>tt P, Q finb burd^ einen 

gaben PAQ »erbunben, »elc^^er qnet 
über einen horizontalen S^Iinber gelegt 
ifl; man foH bie Sage unb Sef^^affen- 
^eit be$ ®Ieid^gen)i(^ted finben. — 

SlufUfung. Offenbar liegt bet 

gaben in einer auf ber 9lje be^ Stalin» 

berö fenfrec^ten 6bene. 6ö fei C ber 

ÜÄittelpunft beö freiöförmtgen feufred&* 

te^tt !Dur(^f4^nifte« be« Splinberd , BCD ^orijontal nnb CA tjertifal 

35a bie Sänge be§ gaben^ PAQ unb ber 'g)albmeffer a beö gplin* 

ber^ gegeben jtnb, fo ijl /IPCQ = 2a befannt. gerner fei 

^aqCA = a + 0, ^PCJ = a — 0, unb enbft(t> a bie 
^ö^e be§ ® (fitt)er<)unfte^ »on P unb Q über BZ> ; fo ifi : 

(^p + q)l — p.cM ^ q. cN 

= P a c08(a — O) + Q a cos (a + 0), 

folglich: 

(P + QJ ^ :=: P a 9m(a — Q) — Q awn(a + Q), 

rP + Q) ^ ==— P acosfa — 0) — Q a cos.(a + 0) 

^ = — (P + Q)'^. 

3n ber ®Iei(!^gett)i(|)t^Iage ijl aber: 



folgli^: 



dz 
d0 



= 0, 



P amn(a -- 0) = q a sinfa + 0), 



tt)orau6 folgt: 



t(^g = j^—^ — ^ tang a , 



P+ Q 

woburtf} bie Sage beö ®Iei(^gen)i4)te§ , tt)el(=^e§ nicbt fi ab il ifl, 

»eil 7 ein SKajimum ifl (§. 67), beflimmt wirb» — 
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unb : ED = cm + h mnQ 

~ V^ 1 + tätigt 
_ a \f'W + h xf^W 

~ \f \r + w 

5lufgabe 31» S^^el gegebene Sdfen jIC, J?C, »eli^e in C 

i)urd^ ein ®ett)inbe »erbunben jinb, »er- 
ben quer über einen ^orijontalen ^)oIirten 
Splinber tjon einem gegebenen '^atbmeffer 
r gelegt ; man foH i^re ®Iei^gett)i(^fölage, 
fü tt)ie ben 2)rn(f anf i^r ©ewinbe be- 
jKmmen* — 

Sluftöfuttg. g« feien G^, G' bie 
®(|)n?erpunfte üon ^C, CS; fr, TF* i^re 
©ewid^te nnb P, i^re Sern^rungö- 
))nnfte mit bem S^Iinber, beffen Ciner- 
f<!^mtt^mittetpnnft ijl, ^1 COÄ = 0, ^CO = BCO = y, 

6C = a, Cr'C = 6 unb 7 bie ^c^e beö ®(!^tt)er^>nnfteö be§ gan^ 
gen ©^fieme« über einer bnr(^ ge^enben 'g)DriiontaIcbene ; fo ijl: 




femer : 



{W + IT'^ a = FT. OM + W\ OM'; 

OM — OCeosQ — CG coa CH'H 

r cos Q ^ t r\\ 

— a CO8 (q> + &)^ 



unb: 



smtp 

OM' = OCcoa — O'G' cosH' 

r cos 



8mq> 



— b €08 (q> — 0) ; 



folglich : 

^^ - . . „ -V cos 

— W acos(ip + e) — W'bsm((p — @). 

3n ber ©leid^gewid^tMage mu§ aber 7, »elc^e« eine gnnction 
ber beiben unabhängigen SSeranberlic^en qp, ©ijl, ein SKajimum, 
ober aWinimum »erben (§.670; foIgHc^ M'i» 
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(W + W) 4k = -(^ + W) »•• ^ 

^ ' '' d© ^ amif 

+ jr a »*i Cf + Q) — W'b mn(if — Q) = 9 

unb: 

+ FT a «»r^ + ©; + »T'* «««r9 — ©; = o,- 

alfo: 

r»r + »TV r cosec» (p = r»Fa — Wb) eotg 

+ (Wa + WbJcofgq> 

itnb: 

rFF + W'J r cosec^ q) = (Wa — »F'4; ^ang 

+ (Wa + W'bjtangip. 

3ie^t man Mefe betben legten ©lei^imgen tjon etnanbet ab , fo 

to;ag2Ö _ W'b — H"g . 

tangZq>~ W'b + FFö' ^ ^ 

Mnb »enn matt eliminirt: 

4 WW'ab sin* (p — (W + W') (Wa + W'bJ r tangq> 

+ (W + FTV^r« =0, 

»orau« P(f> 9 etjjibt, unb mxb atebanu intS) (1) gegeben» 

Um ben SDrudC auf ba« ®ett)inbe C ju flnbeu , fei T ber anf 
^C in ber gii(|)tung CT unb auf Ä(7 in ber entgegengefe^ten 9li^^ 
tung ausgeübte SDrud. Um femer t>tn unbefannten SDrudf in P nx^t 
in bie ®Iei(^ungen ju befommen, jerlegen »ir bie ben Satten AC 
im ®Iei(f>gen)i4^te ^altenben Gräfte mä) ber 9li(i^tung AC unb ne^* 
men i^re aWomente in ®ejie^ung auf ben ißunf t P; fo ifi : 

2 C08 (n — ACT) — W cos AHO = 0, 

unb : 

r. PC sin ACT — JT. PG. sin AHO. 

Stuö biefen ©leic^ungen ergibt jld^: 

( ^ )* = cos» ^HO + ^^. sin^ AHO 
^W^ ^ Pf/^ 

= cas^ (q, + @) ^ (— tangip — \y sin^ (<p + 0^, 
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SBenn alfo a '^ — ^ — ijl, fo fann ba« ^acaboloib nur im 




©letcfigemtc^te fein, iDcun feine Stje »ertifal fie^t — 

31 n f ä a b e 37» 3^^^ ^wc^^ ein ® emiiibe C t^erbunbene SSalfen 

^C, CS rn^en auf p>t\ in berfelben 
'^orijontale liecjenben glatten Soljen 
D, E\ man foH bie ®Iei(l^gett)i4>t^:j 
läge ber Salfen finben» — 

9luflöfung. 6« feien C, ^ 
bie ©4>n)er!pnnfte nnb W, W bie 
@e»i(^te bei Satten Ä, ä' bie auf 
benfelben fenfcec^ten SBiberflünbe in 

D unb E, /L CDE = ©, Zl CED = q>, CG = a, Cg = d 

unb DE ==: *. 

!Der 93alfen CA ifl unter bei SBirfung x>^\\ 3 Äraften, namlicfi 
»DU Ä, If unb ber Spannung be^ ©elenfeö C, n>eI4^e nac^ ©roge 
unb Stiftung unbefannt iji unb auc^ ni^t gefu4)t »irb, im ©teic^s 
gett)i(^te» — 

Um bie leitete in ben ©leic^ungen ju i^ermeiben, nehmen tt)ir 
bie SRomente in SSejie^ung auf ben ^ßunft C, fo i|l : 

Ä. 2>C — !F ö eo« = 0, (1) 

unb tt^enn »ir in Sejie^ung auf ben S3atfen 5C a^ulict) »erfahren; 
fo ergibt jlc^ : 

R: EC — W d 8inq> = 0. (2) 

SBenn baö @leicf>gen)i(f|t eingetreten ifi, fo fann man o^ne 
Störung beffelben annehmen: bag baö ©eminbe Cfejl i% Slföbann 
ifl BCJ ein fefler Äörper, ml6)n burc^ bie 4 Ärafte R, R\ W 
unb ff' im @Iei^gett)ic^te gef;alten »irb, unb »enn biefe Äräfte 
nad^ ber »ertifalen unb ^orijontalen JRid^tung jerlegt loerben ; fo ifl : 

B C08 Q + R' cos q) — W — W' — 0, (3) 

R 9inQ — R' 8in (p =z 0. (4) 

geruer gibt baö ^xmi^DEC: 

nc == -^^^ (5) 

bsinQ 
sm(0 + qf) ^ ' 
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9(u8 (1) unb (5) folgt nun: 

_ W acosQ sin(e + (f) 

MX ~""~ • a » 

unb m^ (2) unb (6) folgt: 

, W' a €08 cp sin (6 + q>) 

« = 7 — : • 

o stnq> 

SBerbcn bicfe SBcrt^c in (3) unb (4) gefegt, fo ergibt ji^^: 



/ / 



unb : 

If o sin^ B cosB — W' a sm^ q> coscp = 0, 

xotld)t beiben testen ®(eic^ungen jur 93e|ltmmung t^on 6 nnb 9 ge^ 
nugcn* — 

SBenn bie beiben Salfen in jjeber Sejie^nng tbentifc^ jtnb, 
fo gel;en t>it beiben legten ®Iet(^ungen in folgenbe über: 

— = smfS + (f) [—7—- + -T-^), (7) 
«f/i' Ö cos & — «t«' <p cos 9 = 0. 

5ln^ bet legten folgt: 

©=<p, (a) 

ober : 

1 = cos^ Ö + eoÄ0 CM9 + cos^q>. QJ) 

SBenn = 9 ijl, fo gibt bie ®Iei(i^ung (7): 

COÄ0 = 4/ ^» 

fo ba§ bie beiben SSalfen ^C, BC gegen bie burd^ C ge^enbe SSer^ 
tifale eine f^mmetrifc^e J2age ^aben» — 

2)ie ®lei(^nngen (jJ) unb (7) jtnb in Sejie^ung auf B unb (p 
fpmmetrif^) f fo bag ed no^^ jioei unfpmmetrifc^e ®(eid^geioic^tdIagen 
gibt, meiere in Sejug auf bie erjie auf jeber Seite a^nlid^ liegenb 
jinb, unb jtd^ aud {§), (7) ergeben. 

aufgäbe 38. Sin Äorper mit einer beliebigen contjejen 
Oberfläche liegt auf einer ^orijontalen (Sbtxit\ man foll feine ®lei4>^ 
gen)i(f|tdlage flnben. 

StuflJfung. e^ fei 1 =/(jp, y) bie ®tei(i^ung ber Ober» 
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flä^e bc« Ä5r:per8 in Scjug öuf biet in bcmfeffien ßegcnbe tcd^fc 
»inffige Stjcn, j^, ^, « btc goorbinatcn bc« Scröl^tung^punfteö mit 

ber 6bene, unb ^, ^, I bie bea ®c^tt)erpunftc^ in Sejic^ung auf 
biefelben 5ljen, 

SBenn «, /9, / bie SBinM fmb, njeld^e bie Soorbtnatenajcn mit 

ber ^orijontalen berü^renben 66ene bilben, fo fiub -2" — a> y ~ ^' 

-y — r bie SBinfel, »etcfie bie äJertifale im Serü]^run9d))unfte mit 

benfetben ?ljen bilbet, unb M biefe SSertifale eine dloxmaU ber 
conijejen Dberfladf)e be§ ßor^)er6 ifi; fo i)at man: 

_ ri^ 



«t/i a 



/' + ©■ + Gl)* 
rt. /( = -r — i^-^ . / (1) 

»/' + (s)" + (I)' 

1 

C$0 f = 



9iun ge^t aber biefe Stormalc offenbar burd^ ben ®^merj)unft 
(X, y, 1) beö Ä6r^)er§, unb folglid^ jinb i^rc ® Iei(i^ungen : 

- , -dz 

=z X — X -{- (% — ^) IT ^ 

0=3^ — i^ + r^ — «;^- 

2)ie ®Iei(^ungen (1), (2) unb bie ©leid^ung: 

z = f(x, y) 

jinb offenbar jur SejKmmung i)on s, y, z unb a, /J, r genngenb» — 
3fl }• SB» ber itörper ber a(!^te S^eit einer Ä?ugel, »eichet 
jtoifd^cn brei bur4> ben SÄittelpunft berfelben gelegten, auf einanber 
fenfrei^ten Ebenen liegt ; fo fiat mona : 
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== / (a:, y^ = XT a» — jr» — ^» , 



(3) 



folglich: 



dz 
ds 



X dz 
z dy 



y_ 

z 



(^) 



genier finbet man leidet (^lufg. 2130 : 

- - - 3« 

Mub mnn man biefe SBett^e in (2) fe^t, fo folgt barau^: 



imb an« (3), (4): 



flJ = ^ == z, 






a 



7"3' 



folglich : 



dz M ^^ 

ds ^ dy 



sina = sinß = siny = 



1; 



/3 



aufgäbe 39. 3ebe t>on ben betben Äraften P, Q f^aft einen 
Äör^)er t»on bem ©ernste W auf einer ^)oIirten geneigten 6bene im 
®Ieid^gett)i(i{)te, inbem JP naci^ l^orijontaler Sli^itimg nnb Q nac^ ber 
fiange ber geneigten Sbene »irft; man foH IT fluben. — 

Stuflöfung, e« ijl: 

»^ = —£1=. 

V P' - «" 

stuf gäbe 40. 3»^i @ett)id&te P, Q jtnb an ben Snben eine« 

über bie dloUe C ge^enben gaben« befejKgt; 
jc A^ P liegt auf ber glatten geneigten Gbene AB 
Jf unb Q ^ngt frei l^erab. SWan foH bie ®Iei^= 
^ gett)i(|)t«Iage unb ben SDrutf R auf bie geneigte 
,0^ Sbene finben. — 

?lufIofung. e« fei Z;5^/^= « unb 
Z:cPß = 0, fo ijl: 

P sina 




CO8 = 



« 



Ä = P cos a — V ß» — P» ««» a. 



8 
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5Cufgäbe 4t 3»^^ Äör^)et P, P liegen auf beit geneigten 

ebenen Ad, AC m\> jlnl) 
bur^l einen gaben tjerbunben, 
xttX^tx uOet eine in ber 35et- 
tifale butci^ A fiegenbe JRoIIe 
O ge^t aRan foD bie Sagen 
üon P unb P finben, njenn P 
eben im ©leicfigewicf^te ge^al* 
ten njirb» — 
äuflöfung. e$ fei « bie SSnge be§ gaben« POJP', T feine 
überall glei(!^e Spannung,, fF, W' bie ®ett){(^tc »on P, P'; jm, /*' 
bie ßoefflcienten ber 9fieibung auf ben Gbenen CA, CA unb ä, ä' 
i^re SBiberfianbe , fo ane a, ä i^te Steigungen gegen bie SSertifafe, 
^ Ol^A = 0, z£ OP'^ = &; fo ujirft bie ^Reibung in P na(3^ ber 
gfli^tung VjA unb bie in P* nac^ ber 9fli(!{)tung ^C\ unb für ba« 
®leic^gen)i(^t i>on P ^at man, tt)enn man bie ßräfte <)ara(lel unb 
fenfrecbt gu CA jerlegt: 

/w Ä + r CO« {a — B) ^ W cos a, (1) 

R + T sin (a — 6) = W sin a , (2) 

unb ebenfo für baa ®kid)^etci6)t t^on P': 

li It + W cosa —T cos(a — Ö'^, (3) 

Ä' + T sin (a — &), — W' sina. (4) 

2lua (1) unb (2) folgt: 
T [cos (a — 0) — (i sin (a — S)] = W (cos a — f* sin a), 

unb au« (3) unb (4) : 

T[cos{a — e') + fi sin(a — &)] =::fr\cosa + fi sma). 

SBirb T jtt){f(!^en biefen beiben legten ®Iei(^uttgen eltminirt, fo 
ergibt jtd^: 

W' (cosa + [A sina), [cos(a — &) — (a sin(a — 0)] 

= W {cosa — lA sina). [cos{a — 0') + /*' sin{a' — 0')]. 

©e^t man (a = tang w, ^' c= tang fo, fo »erwanbelt jlc^ biefe 
le^te ®Iei4)ung in folgenbe: >» 

^' C0Ä(a' — (o) cos{a , — + co) 

= W c6s{a + co) co«(a — 0' .— co'). (5) 
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Sßetnt man CA =s k fe^t, fo tfl fetnet: 

» 

Äiw (a — ö) «iw (a — ) 



unb folglich xot(i;tn OP + OP =^ a: 

k 8tna . Ar sm a' 



(6) 



sin (a — 0) 8^n (a — 0') 

SDie SBinfel ß, & ergeben ft4) nun <m (5) unb (6). 

^Slufgabe 42» ©ö ifi bie ^albe ©umme unb bie ^albe JD{ffe:= 
reng be^ größten unb fleinflen SBinfefö gegeben, meieren bie 
jRicbtung einer Äraft P mit einer r a u t; e n geneigten föbene mad&t, 
ttjorauf jte ein ©emi^t W in SJn^e erhalt. Sbcnfo ifi gegeben bie 
fleinfie glet^ation ber Sbene, \>t\ tuetc^er ber Äörper allein anfangt 
ft^ abwarte ju beilegen* ^<\xi foH nun ben SBinfet befiimmen, 
U)elc&en bie 9fli(^tung berfetben Äraft P mit einer polirten Sbene »du 
berfelben 6(ei^ation bilben mug, um beufdben Äor^)er barauf im 
®Ieic^gett)ic|)te ju galten, — 

9luflöfung. ©ö fei a> ber fleinfie SBinfel, tt)eIdS}en bie »lic^-^ 
tung ber Äraft P mit ber ranlien Sbene bilbet, inbem jie ben Äör- 
^)er barauf im ®Iei4>gen>ic^te l;alt, Ä ber S^ormatoiberftanb ber 
ßbene, \k ber SReibung^coefflcient unb « bie Slei^ation ber ßbene. 
Sa in biefem galle bie S^leibung abwärts tt)irft, fo b^t wi^n für 
baö ®tei4)gett)icbt be§ Äßrpcrö in Sejie^ung auf bie ju ber geneigten 
^^t^t parallelen Komponenten: 

unb für bie auf ber Sbene normalen Somponenten: 

P sin CO -f Ä = fr cos a. 

SBenn man ß jtoiftfien biefen beiben ©leic^ungen eliminirt, fo 
ergibt ftc^: 

P (CO« CO + ^ «l>2 Q>) =: ff (fi cos a + »I« «). (1) 

6ö fei (^ bie fteinfie @Iei)ation ber ^Unt, bei tt)elcf)er ber Körper 
^erabjugleiten beginnen mU, fo ijl tewg^qp = /u (§♦ 85.) unb and^ (1): 

P=:.^!!L^1±^.W. (2) 

cos (o) — cp) 

SBennw' ben größten SBinfet bejeic^net, i^el^en bie JR{(3&tung 

8* 



V ■• 
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»Ott P im ©fci^gettt^tSjuflanbc mit bet genctgtett @6ene bilben !ann, 
fo wirft bie dteibung aufroattd. @e^t man folglich n negativ, 
ober — <p für 9 unb w' für w in (2); fo ^»at man: 

shi (« — (/) 



P = 



ff. 



(3) 



COS (co' + g») 

33cjetd^net ferner w" ben SBütfel, »etc^en P mit einer ^oltr= 
ten ßbene »on berfelben SIet»ation, »ie bie ber rangen, M(bet, nnb 
man fe^t in (2), qp = unb w" für w; fo ijl: 

sin a 



P = 



cos (O 



tf 



W. 



(4) 



2lu« (2) unb (3) folgt: 



W 



cos{(o — y) + cos((o + qp) =: -- [8m(a -|- 9) + 8in(a — y)], 
unb »enn S = | (w' + a>) , Z> = i (w' — w) gefegt tt)irb : 

FF 



folglich : 



2 co«S co«(/> + 9) = 2 -p- Sfw« C08q> 

= 2 Costa" cos (f^ ttjegen (4), 

COS CO = cos(U + cp). 

CO« 9 



• • • -• 



Ä^ 



91 uf gäbe 43. ßin fflatfen ^Ä jiü^t jt(ä^ mit bem einen Snbe 

in J gegen eine glatte ^orijontale 
unb mit bem anbern 6nbe in B %t^ 
gen eine glatte t)ertifale S6ene, xn^ 
bem bie Söertifalebene burd^ bie Stje 
beö fflalfenö auf biefen beiben @be= 
ntw fenfrec^t jie^t unb jie tefp. nac^ 
AC unb BC buri^fc^neibet ; ein gege» 
bener 5Punft E be« Salfenö ijl mit 
bem fünfte C Hi^ ein gemi^tlofe« 
©eil CE i^eibunben, beffen Spannung T gefugt »irb» — 

2luflöfung* ßö fei G ber ©^werpunft be« ffla'lfenö, IT ba« 
®ett)i4)t beffelben, ^ ECA = co, Z: Ä^C= a unb JG = GB=i a, 
R bie äleaction ober ber 2Biberflanb in B unb ä' ber in A ; fo ifl 
ber Salfen unter ber SBirfung ber 4 Ärafte l\ W, R, B! im ®lei(^^ 
gewi^te. SDie Componenten berfelben na* AC unb BC geben: 
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Ä — r CO« = 0, (1) 

B! ^ W — Tsmco = 0; (2) " 

unb »enn man Mc SWomcnte in Sc^ie^ung auf ben ^unff C nimmt: 

R. 2 a aina + W a cosa — R',2 a cosa = 

pber: 

Z R sina + W cosa = 2 R' cos a. (3) 

2luö (l) , (2) , (3) folgt : 

2 T coscD sina + W cosa = 2 W cosa + 2 T smm cosa^ 
2 r (cos w sina — cosa wito) =^ W cosa^ 
2 r »fh(a — (o) = W cosa; 
f olgfi^ : 

^ W cosa 

2 «i>i(a — cö) 

SBenn co == a ijl , fo ijl T = oo , b» i). aföbann ifl feine, 
aud^ noä) fo große Spannung beö ©eileö im (BtanU, ben Salfen 
im ©leid^getotc^te ju I^alten. — 

SBenn w > a ifl, fo ijl T offenbar negatit), folglich ba« 
©leic^getoic^t be^ fflalfen^. unmöglich, loeil ia^ ©eil xoo\)l eine 
3ug' aber feine ©d^tebfraft ausüben fann» — ©oH alfo ba^ 
@ki6)%mx(l)t moo^üä) fein, fo mu§ immer « > co fein» — 

3lufgabe44. 6in glatter halten AB liegt jwifd^en gttjei in 

berfelben äJertifalebene liegenben Soljen 
A\ X' unb pii^t jtd() mit feinem untern 
Snbe auf eine glatte ^orijontale Sbene 
AD:^ man foH ben JDrud auf bie Sot 
jen unb auf bie l^orijontale Sbene be- 
jiimmen» — 

Sluftofun^» 2)iefer2)ru« iji refp. 
ben »leactionen U, ä", ä gteidj)* e$ fei 
6r ber ©c^merpunft unb W baö %tm^\, 
be« Salfen« \ AQ^a, AJ' = b unb 
^1 i?jZ> = « ; fo ifl ber Salfen unter 
ber SBirfung ber 4 Ärafte Ä, Ä', Ä", »F im ®lei(^gett)ic^te. Die 
Komponenten berfelben nä^ AB geben: 

W sin a — R sina, alfo R — W, (1) 

unb bie gomponenten nac^ einer auf AB feufrec^ten 9li^tung : 




118 



R' + IT CO« « — ä" — Ä cos a = 0; 

folgtid^ »egen (1): 

B! = K\ (2) 

Stimmt man ferner bte SKomente xix 33ejug auf ben 5punft Ä, 
fo fiat man: 

ä". -ZF" — Ä'. ";Z7 — Wa cos « = 0, 

alfo »egen (2): 



folglich: 



»# „// W a cos a 

MX = if = = 




91 uf gäbe 45» Sin Salfen AB ru^et in einer Sertifatebene auf 

einem 93oIjen E unb fiu^t jic^ mit feinem un* 
tern Snbe A gegen eine »ertifate Sbene FF\ 
ttjclc^e auf ber erfien fenfred^t ijl; man fott 
feine ®leic^gettjid()tölage , fo tt)ie ben 25rud in 
A unb E flnben» — 

2(uf(öfung» So fei G ber ^ä^mi^ 
^unft unb fF ba^ Oemid^t beö »atfen« ^B, 

EF= c, JG = a, Z. AET = JS;^Ä = a 

unb ß, ß' feien bie SBibertlSube ober SDnidf^ 

frafte in A unb i?, »elcj^e rei>» auf i^i^ unb 

AB fenfrec^t jinb ; fo ifl ber Salfen ABimitt ber SBirfung ber Gräfte 

Ä, jR' unb W xvx ©leic^gemtd^te» S)ie Somponenten berfetben nac^ 

AB unb nad^ ber barauf fenfred^ten 9?ic^tung geben : 

R cosa ^=^W sinuy (1) 

Bf = Wco8a + R sina, (2) 

unb wenn man bie SÄomente in 93ejug auf ben ^unft E nimmt: 

R. AE sina = W. EG cosa 

= W (AG — AE)cosa 
= ff (a CO« a — r) ; 

folglich : 

fi. c. sina =: W (a cos^a — c cosa). (3) 

5tuö (1) unb (3) folgt: 
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€08 a 



c, JF = W {a cos^ a -^ c cos a) , 



C08a 



= a co8^ a, atfo €08 



^ a 



(4) 



tt)obut(^ Me Sage bcö SSalfenö 6e|ltmmt wirb. 
51h« (1) unb (4) folgt mitex: 



B = Wtanga == IT 






a 



_ yVal^^V_£L. W'. 



v^- 



unb au« (1) unb (2): 



ä'= Wcosa + ^ == 

C05 a cos a 



alfo wegen (4): 



«'=\/f. ^, 



ö>obuc4> bcr 3)ru(f in ^ unb E bejlimmt tt)irb. — 

SBeun c > a marc , fo öoare nac^ (4) aud^ cos « > 1 , tt)a3 
unmoglic^^ ijl» 2)aö ®Iei(^gett)i(^t ijl atfo unmöglich, fobalb 
c > ö tt)irb. — 

2lufgabc 46. Sin in einer SertifvtleDene liegenber 33alfen 

AB ijl in blefer 66ene um ben ^unft A 
bte^bar, unb \>Qi^ anbete dnbe B be« 
Salfen« iji m einem ©eile befefligt, tt)el= 
c^eö u6er eine in berfelben. JBertifalebene 
liegenbe Stolle C ge^t, unb ein @ett)i(^t 
P tragt ; man foll bie ©letd^gemid^t^Iage 
^ be§ aSalfen« flnben. — 

Stuflöfung. ^/> tfl ^orijontal 

jo unb CZ> t^ertifal, G ber ©ct^wer^junft 

beö SBalfenö unb PF fein ©ewi^t. g« 

fei ^6? = ö, BO = J, ^Z> = k, 




nr 



Itt 



CD = 1, Z. BAD = ö unb -^ CHD = qp; fo fiat man, »enti 
man bie 2Romentc t»on P unb W in Scjug auf ben ?Punft ^ nimmt: 



P. AE = »: ^F, 



ober: 



(1) 



(2) 



P (ö + J) «»(«p ^ Ö) = W acoB e. 

gerner ijl: 

(ö + ») «m© + ßC sinq> = /, 
(ß + b) cosQ + Ä(7 cOÄcp = JS:; 

folgfii]^ , »enn man BC eliminirt : 

(a + h) sin — / 

fo ba§ burc^ (1) unb (2) bie SBert^e ijon 0, y beflimmt jinb. — 
91 uf gäbe 47, gin 33alfen ^iff faun ^i) um ein ®e»inbe an 

feinem untern Gnbc A bref)en unb le^nt flc^ 
mit bem obern Snbe B gegen eine »ertifale 
ßbene CD, »elc^e auf ber burd^ feine 9(je 
gelegten äJertifalebene fenfred;t iji ; man foH 
ben Drutf auf bie SSertifalebene unb auf 
ba« ®ett)inbe flnben* — 

2luflßfung» S^ fei G ber ®d)tt)er» 
^junft beö Salfenö, woran fein ©ewic^t W 
angebrad^t gebadet wirb, AB =z «, AG 

= *, ^1 BAC = a, Ä bie 9?eactiön ber »ertifalen Sbene CD 

unb Ä', Ä bie i^ertifale unb ^orijontale Somponente be« SDrucfeö auf 

baö ®ett>inbe ^4; fo ijl: 



» — ^ 




R = 



^Ä 



a ^a;2or ^ 



= Ä, R' = /r. 



Slufgabe 48. eine glei(^f3rmig fd&toere Seiter fiu^t [x(t) mit 
i^rem untern Snbe auf eine glatte l^origontale ebene, »omit jie ei= 
nen SBinfel ijon 30« bilbet, unb mit bem obern Snbe auf eine un- 
ter einem SBinfet i>on 60« gegen ben ^orijont geneigte Q^bent ; man 
foB bie Äraft flnben, »etc^e in ^orijontater 9'lid!)tung an bem gu§e 
ber Seiter wirfen mu§, bamit jte niddt fortgleitet, — 

Sluftßfung» SBenn W ha^ ®ttcx^t ber Seiter bebentet, fo 
ifi bie gefud^te ^raft glei^: 



^3^ 



fr. 



4 

2Cufga6e 49» Sine Äugcl liegt auf jiüei geneigten ßbenen; 
man foß ben SDrudt flnben, meldten jte auf jebe berfetben ausübt* — 

«ttftöfung. SBenn JT ba§ ®ett>i^t ber Äuget, a, a bie 
Steigungen bec Sbenen gegen ben '^orijont unb ß, R' bie gefu(!^ten 
SDrudtfräfte bejeid^nen; fo iji: 

fF sma ^ W 9xna 

R = . / ■ ; TT» -« == —7-7 z TT' 

Stuf gäbe 50» 6in gteid^formig fc^merer Salfen ru^et auf gttjei 
geneigten gtatten Ebenen; man foll feine ®teic^gen)id^tötage , fo »ie 
ben auf jebe (^btne ausgeübten SDrudC R , fi' flnben. — 

Stuftöfnng» SBenn «, «', bie Steigungen ber beiben Sbe» 
nen unb beS Satfen« gegen ben '^orijont bejei^nen, unb W ijl baS 
®cmä)t be« »atfens ; fo iji : 

^ «i/i (a — «) „ W sind _ W sin a 

Stuf gäbe 5U 6in SJalfen ^i? ru^et auf einer i^ertifaten 

®tü^e CB, ma^renb fein untere^ 
gnbe ^ auf einer gtatten ^orijontalen 
Sbene liegt unb mit bem fefien jßunfte 
D t>\xx6) ein (Sdi AD »etbunben iji* 
aWan fott bie Spannung biefeS ©ei- 
teS flnben. — 
Sluftofung. 6« fei G ber ©d^merpunft unb W baö ®e-- 

rnijt beö SatfenS; AG = a, CD = b, AD = c unb T bie 

gefuc^te Spannung; fo i)l: 

Stuf gäbe 52. 6in gtei^iförmig f(]^merer Satfen AB (gig, auf 
©• 1180 ru^et auf einem fefien ^ßunfte E, wa^renb fein untere^ Q^nbt 
A jt(t> gegen eine i>ertifate Sinie FF' jiü^t unb an feinem anbern 
dnbe B ein ®ewi(3^t P aufgefangen ifi ; man foII feine ®tei^gen)i^t«* 
tage flnben. — 

Stuftofung. (g« fei AB = a, baS ^erpenbifet EF = *, 
AB = X unb fF baö @txo\6)t beö SalfenSj fo iji: 




tn 



x=\/ 



ah^. 



P + ^W 




P + W 

SBenn W = Q gefegt xc\x\>, fo \^ x = V""^ für feben 
SBert^ öon P. — 

Slufgabc 53. Sine Äuget, beten aWittelpunft C ifl, tt)trb 

burc!^ einen I;onjontaIen %o.\>txi CB auf 
einer geneigten dbene AB im ©leid^* 
gewichte gel;alten; man foll btc ©^^an- 
nung T be$ gabend flnben. — 

2luflöfung. SBenn JT ba« ®e* 
m^i ber Äuget unb a bie 9ieigung ber 
ebene bebeutet, fo tft: 

T =W fang a. 

Stuf gäbe 54» 6tne gleichförmig f(i{)tt)ere Stange »on berfiange 
a liegt auf einem im Srennpunfte einer ^arabet üon bem Parameter 
= 4»! befefiigten Stifte unb ru^et mit i^rem unteren Snbe auf ber 
Parabel; bereu 21 je »ertifal fiebt. SWan foH ben SBinfel © flnben, 
»eldf^en bie ©tauge in i^rer ®lei(^gen)i(f)tölage mit ber 2lje ber $a= 
rabel bilbet. — 

Stuflofung. So tjl: 



== 2 arc €08 



</ 



m 
a 



21 uf gäbe 55. SDie gen^ic^tlofe ©tauge €B ifl in i^rer SWttte D 

mittelfl beö auf i^r fenfrec^ten %attn^AD auf* 
gebcingen, inbem jie ^ä) um i^ren einen fefien 
ßubpunft B bre^en fann, unb an bem anbern 
Snb:punfte Cein ®ext>iii)t J^ aufgefangen ifl. 
3Wan foll bie ?ti(^tung unb ©roge be« SDru:^ 
cf eS auf ben feflen $unft B flnben, loenn bie 
©tange einen SBinfel oon 30® mit ber ^o- 
rigontale bilbet. — 
9luf(öfuttg. e« fei BD = DC = a unb Y, X ref^ bie 

l^orijotttate unb üertifale Som<)onentc be^ 3)ru(fe3 auf ben fe^en 

$unft ß; fo ifl: 



r^ 




X= \ W, Y 



= <1. 



W, 



12S 

folgfic^ btc »lefuftatite: 



R = V X"" + r^ =^ W, 

«ttb i^rc Steigung qp gecjcn Wc iöcrtifalc = ^ nr» 

Sfufgabc 56» 3)tc Olelcfigeiüic^tglagc einer glet^fSrmig fcf^iüe* 
ren ©tangc ju flnben, »eld^e jic^ mit bem einen ®nbe gegen eine 
öertifate ßbene unb mit bem anbern gegen bie innere %{h6)t einer 
^o^ten '^albfngel jlü^t. — 

Slnflöfung» @$ fei r ber '^attmejfer ber Ängel, c bie 6nt* 
fernung i^reö SWittelpunfte^ tion ber üertifalen Sbene, 2 a bie fiange 
ber Stange, bie 9ieigung berfelben gegen ben ^orijont unb q> 
bie bcS Äwgel^albmejferö , ttjelij^er nac^ bem Serfi^rung^puulte mit 
ber Stange ge^t; fo ifl: 

tangq> = 2 tang Q, 2 acosQ =: r cosq> + c. 

Stuf gäbe 57» 6in gleichförmig fd&tt)erer Salfen jlfi^t ftc^ mit 
bem einen 6nbe gegen eine glatte Sertif alebene , »S^renb ha^ an* 
bere 6nbc mittelfl eine« Seife« mit einem fefien fünfte biefer 6bene 
t)erbunben ifi* Tlan foß bie ®Ieic^gen)id()t«Iage be« S3alfen6; htn 
35rud( gegen bie @6ene unb bie Spannung be« Seite« flnben. — 

Sluflofung» 6« fei b bie Sänge unb T bie Spannung be« 
Seile«, 2a bie Sauge be« ©alfen«, W fein ®e»i(f)t, R fein JDrud 
gegen bie 33ertifalebene unb f/>, refp» bie Steigung be« 33a(fen« 
unb be« Seile« gegen bie 33ertifale; fo ijJ: 



. ^ ./ 16«2--Ä3 . ./I6a^^ 



r 



V4ä*— 16fl» ^ 46»-~16öa 

21 uf gäbe 58* (Sin glei^förmig fd^ere« gIeid(^f(f)enfKge« S)reied 
tt)irb in eine polirte ^o^Ie '^albfugel gelegt, unb man foH bie %\t\^^ 
ge»ic]&t«Iage beffelDen flnben. — 

2Cuflöfung. 6« fei a bie Sauge jeber ber beiben gleid^en 
Seiten be« SDreiedfe« unb h bie §o^e beffelben, r ber «^albmeffer 
ber Äugel unb bie Steigung be« 2)reie(fe« gegen bie iUertifale; 
foijl: 

3 \r ir^ h^ — «* 
^^^® = 4A»-3a^ 



/ 
/ 
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Slufgabc 59» 5ln hm JRanbc einer auf einet l^ortjontalen 
Sbene fiegenben gleichförmig fc^weren f)o\)Un «^albfugel ijl ein gege- 
beneö @emä)t P aufgel^angen ; man foB bie ©leidbgennd^t^Iage ber 
^attfngcl flnben. — 

9lufI5fnng. SBenn W tai^ ®ett>i4^t berfel&en, a ben 9lbjianb 
i^reö ®c^tt)erpunftcö »on if)xtm 3KitteIpnnfte nnb bie 9ieignng if)rer 
Stje gegen bie SSertifale bejeic^net; fo ijl: 

Slufgabe 60» 3« einer SSertifalebene beflnben jl^) in ber ge= 
genfeitigen ßntfemnng = a jwei glatte ©ti^e, jmifc^en tt)el(^en ein 
gleic^fc^enflige« red^twinfJigeö SDreiedt ^angt; man foH bie @ie\(fy' 
gewidjtölage beffelben flnben, mm bie Reiben Stifte in berfetten 
^orijontale liegen* — 

Stuflöfung* 6ö fei baö iper^enbifel an^ ber ®<)i^e be« 
reiften SBinfefö auf bie ^\))ßottm\c = h unb bie 9ieignng ber le^* 
tern gegen bie «^orijontale == 0, fo ijl: 

= 0, ober = arc cos (q-). 

Stuf gäbe 6K Sine gleichförmig fc|)n>ere Ärei^fc^eibe rn^et in 
i^reni SKittelpunfte auf einem t^ertifalen ©tifte; an ttjelc^en ißunften 
it)xe^ Umfange« mujfen brei gegebene ©emic^te tr, , t^g, w.^ ange- 
bracf^t tt>erben, bamit bie Scheibe in ^orijontaler Sage im ©leic^^ 
gettjic^te bleibt? — 

9luflöfnng- Die ÜÄittelpnnftöminfel (tr,, w^), (tri, «^a)» 
{^2* «^3) mujfen fo bef^iaffen fein, baß: 

cos (W. , W^) = ! 4r 2 2_ , 



COS{\0^y fü^) = — 



2 m?, tr, 



cosfw^, tt>_) = = 5 — * — 

Aufgabe 62. Sin gleichförmig 

fc^roerer Salfen AB liegt mit bem einen 

^ 6nbe ^auf einer raupen horizontalen 

— j ebene iSTZr, »a^renb an bem anbem 
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gttbe B citt Seit kfcfHgt ijl, m\^t^ über eine glatte JRotte JB 
ge^t unb ein ©ewid^t P tragt, SWan foH bie fuccefpcen ©leic^* 
gcmcf^t^Iagen be$ 2)alfeu§ fluben* — 

Stuflöfung. m fei G^ ber ©(^»erpunft be^ »alfen^, IF 
fein ®e»ic^t, Q, q> bie SleigungöwinM üon AB, BE in irgenb einer 
Sage gegen bie ^orijontafe, AG =^ BG z=: a, F \>\t vx J nad^ 
LK »irfenbe Sleibnng nnb fi bie uxixMt {Reaction ber @6ene anf 
ben Salfen ; fo ^aben' n^ir für baö ®leid()gett)id>t beffelben jtt)if(!^ett 
ben ^orijontalen Som^)onenten ber auf benfelben tt)irfenben Ärafte 
bie {Relation: 

jP= P C08(py (I) 

unb jn)if4)en ben tiertifalen Komponenten berfetben: 

R + Psimp z=:Wj (2) 

unb wenn toir bie 2Romente in Bejie^ung auf ben ^xmtt A nehmen : 

W. a, cos Q =i P.Za. 8m(q> — 0), 

ober: 

W. C08 =: 2Psin (9 — 0). (3) 

JBBir tt)oIIen F = XR fe^en, tx>o X irgenb einen jwifc^en o unb 
fi liegenben SBert^ i)at, inbem fi »ieber ben JReibungöcoefficienten 
bejeic^net. 2ll^bann ifl nac^ (1): 

XR = Pco8<Pj (4) 

unb na* (2), (4): 

P co8(p + XP 8mq> =s X W-, 

ober »enn X = tang cd gefegt xoxxb : 

Pco8{cp — co) = WsintOj 

n)obur(^ 9 aB gunction t>o\x W, P, o> gegeben ifi; unb ergibt 
jl(^ aföbann au^ (3), ®ibt man nun co alle SBert^e üon biö 
arctang fi, fo erhält man bie fuccefjitjen ©teic^gewi^talagen be« 
»aifen«* — 

©e^t man j. S3. i = 0, fo ift mä) (4): 
P coÄip = 0, folglid^ 9 =s — , 

itnb megen (3): 

fTcofi© == 2Ptwe, 



IM 

Älfo entoebet w = 2P, in mlS)m %aUt 6 unbejümmt tWM^ 
ober = Y* SBeitcr folgt a«^ (2) n^egcn = y* 

Ä == F — P. (5) 

SBenn alf(^ ni^t = y ifl, fo mug Ä = jP = | IF fein. — 

SDa« dnbe ß be« Salfcn^ mu§ alfo in ber SSertifalc bnr(]^ E 
liegen, unb »enn ^J5 nic[;t »ertifal ifl; fo mn§ H^ %txo\^i P = 
i »"fein. — SBenn AB oertifal ifl, fo txf)eM mi« (5), baß P 
einen beliebigen SBert() öon o bfe ^ l^aben fann ; aber feinen größern 
SBert^, toeü R nic^t negatio ttjetben fann. — 

SBenn mir ffir X einen anbern SBert^ jwifcj^en o nnb /a gefegt 

batten, fo l)atten fxä) bie SBertl^e t)on unb <p ebenfo ergeben. — 

9lufg abe 63. Sin Salfen AB toirb burcf) eine Äraft P auf 

einer ®tü^c CD gehalten ; man, foH 
feine ßage bejlimmen, ttjenn er eben 
fortgleiten n^itt, fo ia^ C ^i)B m^ 
^ert. — 

91 u f ( 6 f u n g. 2Äan i^erldngere 
BA unb PA, bid jic bie '^orijontalc 
'i 2 KL in F unb E fc^neiben. So fei 
G ber ®(l;tt)erpunft be^ Salfenö, 
AC = ö, ce =^ j:, Z. PEL =z a, /L AFE = &, R ber auf 
AB normale SBiberjianb ber ®tü^e CB unb f* ber 9leibung«coeffl* 
dent; fo ifl f«Ä bie nad^ ber (Richtung BA »irfenbe 9?eibung. 
gür ba^ ©lei^gewi^t beö Salfeuö l^at man atebann i^ifc^en ben 
»ertifalen Komponenten : 

Psina + RcosQ = W + fiRsinQ, (1) 

fo tt>te jtoif^en ben b«>rijontaten: 

Pcoaa = RsinQ + fiRcosO, (2) 

unb »enn man bie äRomente in ffiejug auf ben $unft C nimmt: 
JT. X €08 e =: P(a + x) 8in(a — 0). (3) 

«u« (l) unb (2) folgt: 

€08 — 11 sin Q W — P sina 

8in 4" f* cosQ Pcos a 
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Pcosa (1 — fi'tangQ) = (JT — P sma) (tangG + ^), 

P (cosa + (i sina) — f/iW = [W + P (fi cosa — sina)] tafigQ. 

Se^t mau f* = tajig(o, imb multipltcirt 6eibe Seiten biefer 
©let^uug mit cosa, fo ijl: 

P co8(co — a) — fr sin cd =i [P sin((o — a) + W cosoa] tangQ; 

fang = _ . ; f— — ==j: . 

° F8tn{(jo — a) + Wcosco 

5Wa(l^bcm gefunben ijl, tt)irb x burd() (3) gegeben, fo ba§ 
folglich bie gefügte Sage be§ Salfenö DoHfianbig beftimmt x% — 

SBenn bie Sage beö SJalfenö gefud;t »irb, voo er eben nad> bet 
entgegengefe^ten 9li*tnng fortgleiten loiH, fo mu§ man in ben i>or* 
|)erget;enben gormcin -— ju ober — w für fi ober co fe^en. — 
31 uf gäbe 64 ßin gleid^formig fd{)ioere$ rec^ttoinflige^ ^a- 

rallele^ipebum KLMN liegt mif einet 
raul^en geneigten ßbene AB, beren 
!Weignng§tt)infeI gegen ben ^ortjont au« 
malig vergrößert wirb; man foll be« 
fiimmen, ob baö ®{ei(3^gen)ic^t jwerfl 
bnrc^ SloIIen, ober ^\xx6) ©leiten 
be^ ^araÜelepipebnmö geflört xoxit>. — 

2luflöfnng» SBir tooHen annefjmen : ba§ baö ©leiten jnerfl 
flattflnbet, nnb eö fei R ber 2)rntf auf bie Sbene, jm ber JReibung«* 
coefpdont unb qp bie Neigung ber ßbene im 9(ugenblidCe be^ SBe== 
ginnend ber Bewegung ; fo geben bie ju ber geneigten (khtwt ^^aral« 
lelen Komponenten: 

(aR = fF am q> 

unb hk auf berfelben normalen (Komponenten : 
»orau^ \\ä) burd^ Elimination oon R ergibt : 

tang (p = M- 

9lel;men toit je^t an: ba§ ba^ JR ollen be« ^araflelepipcbumd 
juerfl beginnt, fo ge^t bie aSertifale imit) G bei bem entfpre(^enben 
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SBert^e )oon 9 hnx^ K, unb mm man HK=: a, GH = b fe^t; 

foijl: 

taug q> = tew^ KGH = — • 

3e nadl^bem alfo f* 5^ 4- <P/ ft«l^^t baö ©feiten, ober JRoHen 

jnetjl liatt, unb tt>ettn ^ = -^ tjl, fo tritt beibeö jug^leid^ eim 

91 Ufa ab e 65. gin halfen PQ, »elcber jtc^ um baö (Snbe P 

m^ jeber SRid^tung frei bref)en fanu, jiu^t 
jt4^ mit bem anbern Snbe Q gegen eine 
rau^e i>ertifale 6bene ABC\ man foH 
feine Sage für beu ©renjjujlanb be« 
®leic^ge)»id^teö flnben* — 

5t u f ( 5 f *u n g. 9luö P jie^e man PO 
fenfrec^t auf bie Sbene ABC, fo »ie OQ; fo iji ber geometrifd^e 
Drt »Ott Q ein in ber SSertifalebene liegenber Ärei^, beffen SÄittet 
nxdt O ijl. m fei G ber Sdjwerpunft beö »alfen«, PH F ixt 
{proieftion^öon PGQ auf bie burc^ PO gelegte «^orijontalebene, inbem 
H unb r bie ^rojeftionen uon Cr u.nb Q jinb, H£ fenfrec^t auf 
PO, W baö ®ett)ic^t be^ Salfenö, n ber JReibung^coefficient unb 
Ä ber Slormalbnuf auf bie Sertifalebene ; fo i^irtt bie Sieibung f* Ä 
na(^ ber Sangente beö geometrif^en Drteö uon ö/ alfo red^twinffig 
auf OQ unb in ber Sbene ABC uon A gegen Ä — g^^^wer fei 
PG = ö, QG = b, ^ QPO = a, z: Q0>4 = 0j fo ^at man 
für baö ®lei(^gen)ic^t beö Salfen^, inbem man bie SÄomente in 
S3ejief>ung auf PO nimmt: 




TF.HK— fxR. OQ. (1) 

Stimmt man ujeiter bie 2Romente in fflejie^ung auf bie ^orijontate, 
burcbP ge^enbe unb auf PO fenfreci)te gerabefiinie, inbem man bemerft: 
ba§ bie üertifale ßom:ponente \>on fiR == (aR cos QOF ifi; fo ^at man : 



W. PK = jR. or + iuÄ. PO cosQOF. (2) 

fjerner ijl: 



HjK =i GK cosQ = asma cosQj 

ÖQ =s {a + b) ma, PO cos QOF = (a + b) cosa cosQ, 

PK^ acosa, QF = OQ smQ = (0 + 4) 8inasm0. 
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5(uö ben ©tei^üngen (1) «nb (2) folgt nun: 

W. a, sin a co8 = [aR (a + b) sina, 



(3) 



unb: 



'S 

W a cosa = R (a + b) sin a sin 

'\' II R (a -{- b) cosa cos 6; (4) 

(4) cosa sina sin& -|- fi coAa cos& 

(3) sin a cosB f« «m« 

II cosa =• COS& (sina sin0 + (i cosa cosQ)^ 
[A cosa sin^ B = sina sinS cos&j 

fi tang& =: tanga 

1 

tangS = — tanga, 

SDtefcIbe Aufgabe ld§t jl^ au(]^ auf folgcnbc SBcifc Kfcn : SBenn 
man bic SKomentc in Scjug auf bic burd^ P gc^enbe SSertif a(c nimmt, 
fo f>at man, n^eil f«Ä «Vi bic i^orijontale 6om:ponente üon ^ä ijl: 



unb folglich : 



aber: 



Ä. OV = (aR. sinQ.PO, 
ÖQ cos =V «» ®- ^^* 



alfo : 



OQ = OP. ^fliig:« , 



tanga co8 ==s n sin 6^ tangQ = — tanga. 

X 

Stufgabe 66. Sin »alfen -^jB jie^t auf einer; raupen ifon-^ 

jontalen (Sbmt Os unb le^nt jlc^ in ir* 
^ .^ gcnb einem ?ßunfte P gegen eine tau^e 

ebene Sur»e iTPX, inbem er pcj> jiet« 
im ©renjjufianbe beS ®Iei(S^gett)i(i&teö 
beflnbet, unb ber JReibungöcoefflcient für 
bie ^orijontale Sbenc unb bie 6ur»e ber* 
fette ift. SWan foH bie ®(ei(|>ung ber 
6urt)e flnben. — 

2tuflöfung. e« fei PM fenfre^t 

9 
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auf Ox, G bet (S^mtpmtt U^ »äffen«, »"fefn ®ett>i<^t, AG = a, 
^BJs= 0, OM:=zx, PM=y, ^ ber 9let6unfl«coefflcicttt 
nub Ä, R* bic SWormatotberfidnbc bcr Sur»e unb bec Sbene, fo ba§ 
bic {Reibung /ü ä nac^ PB unb bic {Reibung f* Bf m6) As »trft. 
gür baö ®(ei(^gett>t(]^t bc« ©äffen« geben bie 6om<)onenten m6f As: 

R sind =1 fi R cas0 + fi R'y 

übet: 

Ä (^«IW© — /14 COSGJ = fAtt, (1) 

unb bie gomponenten mä) Oy: 

Rco8e + fiR8m0 + Bf:=:W, 

ober: 

R (cosG + fi ainS) + R! =^ Ws, (2) 

unb mm man enblicj^ bie SWomente in Sejug auf ben 5punft A 
nimmt : 

Ä. lÄP =s ir a CO« 0, ober R. AM = IFö cm» e. (3) 

S(u« (1) unb (2) folgt: 

(1 + (A^) R sinQ = (aW, 

unb folgltd^ toegen (3): 

(l + (A^^J Wa 9in9 coa^O = (a W. AM, 
(l + (A^J a sm co8^ = (A AM. 

®« i^ aber: 



folglii!^: 



9in0 x=z --^» C08 s=s -3-> AM =s y ^T- . 

ds ds äy^ 



/« _r 2 1 ^y ^** ^^ 



ober: 

Se^ man (a ss ^ot^ cd , fo uotrb biefe le^te ©lei^ung : 
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2ö 



sinZw 



\4s/ ^ * \ds) 



n>clc^eg bie gcfudi)te ®Iei(i^uug i<l, — 

Stufgabe 67. Sin 23alfeu fiu^t ^6) gegen eine ^orijontale 
imb eine i>ertifale Stene ; e§ ijl feine Sänge, bie 2age feinet ©c^mer* 
^)nnfteS unb ber {Reibnngöcoefficient für Jebe ber beiben ßbenen ge* 
geben; man foU bie Sage feineö ®Ieic^gett)idE^te^ finbem — ' 

SlufUfung. SBenn «, b bie 2tb|ianbe be« ©^tt)erpunfteö be« 
Satfen« Don feinem untern unb obern Snbe, (a, (a bie Sieibung^* 
coefffcienten für bie beiben Gbenen unb © bie Steigung be^ 23alfen^ 
gegen ben ^orijont be^eul^nen; fo ifi: 

a — fifi h 



lang S = 



H(a + h) 



5t uf gäbe 68. Sin gleichförmig f^n^erer 93affen liegt auf jtoet 
(Sbenen , beren Steigungen gegen ben «^orijont a , <x unb bereu Ötei* 
bungöcoefflcienten tangl, tangX jinb; man foH ben ®rengit)ert^ 
ber Steigung be§ Svilfenö gegen ben ^orijont, fo xoit bie Sielation 
gtt)if(^en feinem ®ett)i(S^te W unb ben 9tormaIbru(IMften Ä, ä' auf 
bie Sbenen flnben. 

2luflöfuttg. e« ifi: 

2 tang = cotg (a + X') — cotg (a + X), 

R _ W 

cosX sin(d + 11) sin(a — X + a — V) 

^ n' 

C08 X sin (a — X) 

2lufgabe 69. ©n gteid^förmig fd^tt)ere« gerabe« Srett liegt 
mit feiner üKitte quer über einen rau^^en ^origontalen S^Iinber. 2Äan 
foll ha^ größte ©etoiiS^t finben, n^el^eö an bem einen (Snbe be§ 
Sretteö aufgefangen »erben fann, of)ne ia^ ba§ 23rett »on bem 
6)j^nber :^erabgleitet. 

Sluflöfung. SBenn fF ia^ ®emä)t unb a bie Sänge beö 
SBrette^, P ba^ baran aufgefiangene ®ett)i^t, r ben ^albmejfer beö 
ßijilinber^ unb tangl ben (ReibungScoefflcienten bejei(I;net; fo ijl: 

L— ^^ 

W~ a — rk 

9* 
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^B jtü^t jtd^ mit bem einen 6nbe ß gegen eine 
rau^e »ertifale Sbene Ci?, ma^renb bad anbere 6nbe 
^ bejfelben mitteljl eine« ®eife§ u4C an einem fefien 
^Pnnfte C ber ßbene C/> aufgefangen ifl; man foH 
bie ®renjgIei(S^gen)id^t«Iage be« Salfen« fiu^ 
ben. — 

SlufUfung. (gg fei iß = a, CA = U 
Z.ACB = 0, Z.AßD = <p, nnb fi bet Slei* 
bungöcaefflcient; fo i(i: ^ 

(4ö^ — 4/» — /u3 l») tangQ — 2^ /» tangQ + ka^ — /» = 0, 

tt)orau« © abgeleitet n^erben mug , unb g) ergibt jicf) alöbann and 
ber 9ietation: 

a. sm <p =: /. sin B, 

2t uf gäbe 71. ©in gfeic|)förmig fcj^merer SSalfen AB fanu ji(^ 

um feine SWitte /? breiten, n^a^renb 
jlcij; ber Salfen CE um ein in ber 
aSerttfale burcS^ B Uegenbe« ©eminbe 
C breiten fann unb jtc^ gegen AB 
fiü^t, a\i bejfen Gnbe B ein ©emicS^t 
Paufg^^angen ifl. 2Ratt foB bie ® I e i (^ » 
gen)id^t«Iage beiber Salfen flnben, 
n^enn CE = AB = BB i% 

Sluflßfung. m^üÄB^^CB 

=BB=z ß, ^ AGB = ©, CG^ = 6, 

mo G ber @d^tt)erj)unft be$ Salfen« CA ifi, E ber in ^ jlattfln* 
benbe gegenfeitige S)ru(f ber beiben Salfen, unb W ba« ®mx^t »on 
CJS'; fo ^at man für ba« ®Ieid^gen)i(3^t öon CE, mm mau bie äWo- 
mente in »egiel^ung auf ben ißunft C nimmt : 

R.Za cosQ =;W.b sinQ, 

unb für ba« ®Ieic^geü)i(S^t öon iß, wenn man bie SWomente in Se- 
jug auf ben 5puntt B nimmt: 

Ra cosQ ==: Pa smZ& ober Ä = 2 PahiQ. 

Slu« biefen beiben ®Iei(]^ungett ergibt [i^ burc^ SItmination tJon Ä: 

Wb SinQ = Sl*« fim2© = AFa srnQ cosQ; 
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f olglii^ : 



© = 0, ober cosQ = 



b W 
4aP 




miuxä) bic ®(ctc|)flctt)td^tglagc ber bcxben SSalfen bejiimmt i|i, — 
Aufgabe 72. 3mci Äugeln 0, 0' liegen jmfct)en smet polm 

ten geneigten Ebenen AC, AO' 

unb berflbrcn einanber ; m(vx foH 

i^re @Ie{d^gett){d^t6lage flnben. — 

Sluftöfung. S« feien W, 

W bie ©emid^te ber Äugeln O, 

0', Ä i^r gegenfeitiger SDrudC 

- unb a, a , © bie S'ieigung^win^ 

fei öon ^C, ^C, 00' gegen 

ben '^orijont; fo geben bie ßom^)onenten mä) AC für ba^ ®{eid^= 

gemid^t ber Äugel 0: 

unb bie Komponenten nadji ^C für baö ber Äuget 0': 

R cosfa — Q) := W* stna, 

SBenn man E jtoifd^en biefen beiben ©leid^ungen efiminirt, fo 
erfiält man: 

W sina cosfa — Q) = W^ sind cosfa + ©^, 
W tanga f\ + tang d tang Qj = JF' tang a' f\ — tanga fang Qjy 

alfo: 

^ W tanga' — fF tanga 

tangU — ^jfr^ ^ ffrj ^^^^^' ^^„^^- 

Slufgabe 73* ^n einer ^o^Ien '^atbfugel liegen brei mafRbe 

Äugetn O, 0\ (y' fo in gegenfeitiger Serü^* 
ruttg, ba§ bie SWittelpunfte ber ^o:^Ien unb ber 
maffioen Äugeln in berfelben Jöertifalebene jlnb ; 
man fpn bie ©lei^getoi^t^Iage ber le^tern 
flnbem — 

5luflöfung. (S5 feien fr, W\ W" bie 
©emid^te ber brei mafflüen Äugeln, CO = r, CO' = r\ CO" = r", 
Z ocof = a, /L aco" = d unb V\t Neigung oon OC gegen 
ben ^orijont = ©. SDa bie Sli^itungen beö JDrutfeö jujtfdj^en ber 
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fflo^Ien unb jcbcr maffltjen Äugcl hwcä) ben SWittelpunft C bet etflern 
flc^cn, unb menn jebe einzelne Äugcl im ©leid^gewicS^te ifi, au^ ba« 
au^ aUcn befic^cnbe @9ficm im ®Ieid5)gett)i(3^te fein mug; fo ^aben 
wir, menn »ir bie JKomente in SBejic^ung auf ben ^unft C nehmen : 

Wr cos(0 — a) + W r cosQ + W r" cm{Q + a) = 0, 
Wr (c08a + 9ma tangO) + tV' r 

^ + W" r" (cosa — sina" tangQ) == 0; 

foloM : 

, ^ »F"r' cosa' + Wr + Wr cosa 

® W r sma — W r sina 

aufgäbe 74. Sine Äugel unb ein JEegel öon gegebenen ®e* 

»i^ten liegen groifdben gwei 
geneigten ßbenen, beren ge» 
genfeitiger 2)ur(!^fc^nitt ^o- 
rigontal x\t, in Serü^rung;^ 
man foH bie ©leic^gemi^t^- 
bebingungen betfelben fln^ 
ben. — 

Sluflöfung. 6ö feien 
IT, JF' bie ®miii)tt ber 
Äuget unb be§ Äegete, R bie 
SBirfung ber (gbene iß auf 
bie Äuget unb S bie gegenfeitige SBirfung jtt)if(S^en Äuget unb Äegel, 
hexen JRicä^tung mit ber Gbene AB' offenbar einen SBinfel (p bilbet, 
»elcS^er bem ^atben SBinfct bcö Äeget^ an ber ©pi^e gteid^ ijl. Die 
gbene AB^ übt auf jebeö Clement ber Sajt^ beö Äegetö eine iRou 
matroirfung au§ unb bie JRefuItante a\\^ allen biefen SBirfungen ifl 
eine Äraft R\ mlä)e an irgenb einem fünfte E ber 23ajtd angebrad^t 
x% (Snbli(^ feien a, « bie Steigungen ber ebenen ^B^ AB', fo 
geben bie gu ber ßbene u4B ^jaraHen Som))onenten für ba« ©teic^- 
gett)i(^t ber Äuget: 

JF sina ==i S cosfa + a — (p)^ (1)| 

unb bie auf ^B normalen ßomponenten geben : 

R =:W cosa + S 9m(a + «' — yj. (2) 

Die ®teid^ung ,ber 3Womente in S5ejie^ung auf G ijl eine 
ibentifd^e, weit alle auf bie Äuget »irfenben Ärafte bur(5^ i^ren 
S9tittetf)unlt ge^en. 
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gut bad ®Uii)%mxi)t bed J{:egetö geben bie ju ber ßbene JB^ 
paxaUeUn 6oirH)onenten l^et auf betifelbeu »ufenben Ätafte: 

W sina — S cosq>, (3) 

»a^renb bie auf Aß normalen SDnu^onenten geben: 

R' == W'cosd + S sin(f, (4) 

Mttb wenn man bie SRomente in »ejug auf ben ißunft C vxtmU 

Kx =s Sy cosq)^ (5) 

»0 EH = X unb mG :=s y gefegt i(i. 
9lu« (1) unb (3) folgt: 

fF sina cosfa + a' — qp> 



FF' sm a cos q> 



(6) 



»orau« jl(^ te78§<p leidet ableiten Ia§t, unb m\^t^ bie einjige @Iei(j^* 
ge»i(]^t«bebingung ifi, ttja^ audj^ einteud&tet, menn man bemerft: bag 
bur(|> bie ©leic^ungen (2), (4), (5) j)ler unbefanntf ©rößen Ä, Ä, 
'o^, y eingeführt »erben, aoüon in jeber biefer ®Iei(3^ungen wenig* 
jienö eine erfd^eint, »elc^^e in (1) unb (3) nid^t tjorfommt» — 6« 
gibt alfo unenblid^ mk ©leid^gewicfit^Iagen* SBenn ber SBertfi »on 
q> au« (6) abgeleitet ijl, fo mirb S iuxd) (1) ober (3), unb fotgltd^ 
Ä, R' burd^ (2) unb (4) gegeben. — 2(u« (5) ergibt jic^ s, wenn 
9 befannt ijl, xvel^ie« nur ber galt fein fann, menn bie ®rö§e ber 
ftugel unb U^ Äegeö befannt unb eine befonbere ©leidig ewid^t^Iage 
gewallt ifi. 

Aufgabe 75. 3mei gleichförmig fd^were Salfen AC, CA' jic* 
^en auf einer ^orijontafebene unb tiu^eu ^cb gegen einoiber, fo bag 
bie fleine Serubrung^fläd^e bei C uxäM i|l, unb Pub im ©leiiäb^* 
gewichte; man foH bie 9lefation jwifc^en i^ren ©emid^ten JF^ W 
unb i^ren Neigungen <p, 9' gegen ben ^orijont flnben. — 

Sluftöfung. (16 ifl: 

Slufgabe 76. 3ö>ei glatte S^Iinber üon ben ^fbmejTern r, 
T werben burdb ein um jte gelegte« @eti gegen einanber gebrudCt; 
man foll ba« äSerfialtnig be« gegenfeitigen >Drudfe« A %\\ ber ®))an'> 
nung T be« ©eile« finben. — 

«ufUfung. SKan flnbet: 
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_R 

r 



4 V^ 



TT 



4" T 



2t uf gäbe 77» ßmc Äuget üon einem gegebenen ©ewic^te unb 
^albmejfer tjl mittel^ eineö gaben« ijon gegebener Sänge an einem 
fefien ißunfte aufgefangen, ttjoran jugleid^ ein anbete« %tmi^i (xx^ 
einem fo langen gaben aufgel^angen ijl, ba§ biefeö %txc>\^\ unter 
ber Äuget liegt 3Wan foH ben SBinfet flnben, »elcä^en ber gaben 
ber Äuget mit ber SJertifale bilbet* 

5luftßfung. SBenn P ba« ®ett)id^t, Q bie Summe au« P 
unb bem ©emic^te ber Äuget, a ben '^atbmeflfer ber Äuget ünb l 
bie Entfernung be« SWittetpunfte« öon bem 5luf^ange^)unfte berfelben 
bejeid^net ; fo iji ber gefuiS^te SBirtfet : 



(p = arcsvn 



V- 



P. a 
Q.b 



Slufgabe 78. ßin fefier »atfen JB ma^t mit ber »ertifate 
einen SBinfet a unb ifl in B unb C mit einem an- 
bem ®alfen CD t>erbunben, an'bejfen 6nbe D ein 
®e)a>xä)t W aufgel^angen ijl ; man foÜ ben in B unb 
C auf CD t)on AB ausgeübten SDrutf flnben, mnn 
ba« ©emiiS^t »on CD unbeacä^tet bleibt* 

2lufI5fung. G« feien F, G bie Komponenten 
nac^ CD be« in B unb C ausgeübten SDrutfe«, Ä, S 
bie auf CD normalen Komponenten beflfet^en unb 




CD = b, CB = c; fo ifl: 



R = —Wsrna, S == 
c 



b ^ c 



W sin a 



tt)o atfo bie einzelnen SBertl^e oon Funb G unbejlimmt jinb. — 

2lufgabe 79. 3^^^ in einer SSertifatebene 
liegenbe gteicfifSrmig fdSin^ere Salfen AK^ AK' 
jinb m i^rem untern 6nbe ^i burd^ ein ©e^^ 
ttjinbe unb an ben obern Guben iT, K' burcf^ 
ein ©eil KK' t^erbunben, unb jmifdfien jie mirb 
eine \6)x&txt Äuget gelegt. SBenn atsbann an»* 
genommen loirb, ba§ jic^ ba« <Seit t^erfurjt, 
fo foH man bie Spannung beffetben für Iva 
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SfugcnMltf bcflimmcit, mo fttfe bie Äwgct auf»5tW BeiDCflen »ill, »etm 
Me Slcibung gmifi^cn bet Äuget unb iebem ©äffen gegeben tjl. — 
Stuflöfung» Offenbar muffen btc beiben Salfen mit bet 
SJerttfale but(^ A gleite SBinfel bilben, xotxX Iti 6(i^tt)eri)unft be5 
gangen ©tjjlemeö in btefer Sinie AL liegt* — ßd feien Ä, K' bic 
Stormalmitfungen ber Salfen auf bie Äugel unb F, W bie »on bet 
JReibung ^ertu^renben SBirfungen nac^ i^rer ßange, /^KAK':=^%a^ 
TJ)ie Spannung beö ©eile« KK', W U^ ©emicä^t ber Äuget, W" 
\>Ci^ mt^ Salfen« unb %a bie Sauge beffelben; fo geben bie ju 
LA ))arallelen ßomponenten für l>ad ©leidS^gemid^t ber Äuget: 

(F + F')co8a + ir= (^Ä + B!)8ina, (1) 

»a^renb bie auf AL normalen ßomponenten geben : 

(F' — F) sina = (JR — R) cos a, (2) 

unb »enn man bie SWomente in 93ejug auf ben ÜRittet))unft ber 
Äuget nimmt : 

F.OE = f: OK, ober F = F'. (3) 

Slu« (2) unb (3) folgt: 

Ä = Ä'. (4) 

SBir tooHen nun annehmen: ba§ in gotge ber SBirfung beö 
Seite« ber ^mlt E Der Äuget täng« be« SSatfen« AK fortgteiten 
tt)itt; fo ijl, menn /i ben JReibungöcoefflcienten bejetc^net:. 

unb fotgticS^ megen (1), (3) unb (4): 

2^ A cosa + W =%R sina; 

fotgti^, ttjenn man ii = tangto fe^t: 

^ W^ Wcosfo ^ ^ 

2 (sin a — fi cosa) 2 sin (a — (o) 

SBeiter fotgt om^ (3) unb (4) 

^ = Y ='*' aIfoF'=^Ä'. 

5B3enn atfo ^' ben goefflcienten ber JKeibung jn>ifc^en ber Äuget 
unb bem Salfen AK' begeid^net, fo ifl n ni^t größer afö ^', tt)eit 
ber größte 28ert^ t^m F' = fi R' x% SBenn iA<fi ijl, fo rottt 
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bie jCugel (ei l)et ftemjien Sitna^me ber ®)>annung bed Seilet KK' 
längö ^ü" Df)ne ©leiten fort — iinb »jeim /w = jü' ifl, fo fangt 
bie Äugel an betben Salfen ingleidj^ an ju gleiten. 

gerner l^at man für ba^ ®Iei($gett)ic^t »on JK^ tt>enn man bie 
SKomentc in Sejug anf A nimmt, unb bemerft: ba§ bie SBirfung 
unb @egentt)irftmg gmifcS^en ber Äugel nnb ben Salfen einanber gleich 
unb entgegengefe^t jtnb: 

R. ÄE + W'a sma = 2'. 2a cosa, 

unb folglid^, »enn r ben ^albmeffer ber Änget bebeutet: 

Rr cotga + Wasina = ZT a cosa, 

alfo, »enn man für R feinen SBert^ (5) fe^t: 

Wr co8(o cosa , „rf . « «, 

-rr—, :-- + W asm a = 2 T a cos aj 

xsma stn(a — vd) 

unb mitl^in: 

^ Wr cos OD , . „ . ^ 

T = Y i T-j^ V + ^ W fang a. 

4ka sma stn(a — (o) ^ 

2t uf gäbe 80. j4B ijl ein gleichförmig fcfiwerer, um feine 

3Kitte D bett>eg(id()er »alfen unb CE ijl ein föaU 
ten, melc^er fici^ um ba^ in ber Jöertifale bur^ 
D beflnblic^e ©eminbe C bre^en fann unb fi^ 
flegen ia^ ©übe A be§ Salfen^ AB flüjjt, an 
beffen anberm 6nbe B ein ®emä)t P aufgebangen 
ifi. gerner iji CD :=^ AD ^ BD, unb man 
^at bie ©röße be« SBinWö ACD in bem Stugen» 
blitfe ht^laä^tttf mo baö ^x(t>t A be6 25atfen8 
AB lang« €E fortgleiten »iß; man foH nun ben Soefflcienten ber 
9leibuttg itt)if(^en ben beiben 23alfen flnben. — 

Stuflßfung. e« fei G ber ®c!^n)er^)unft \>t^ »alfen« CE, 
fi ber Steibungdcoef^cient, R bie auf CE normale gegenfeitige 2Bir* 
fung ber beiben »alfen, /L ACD = |9 = CAD, AD = a ^ BD, 
CG ^ h unb 4 Q baö ©erntest bed ©alfen« CE\ fo ^at man für 
ba3 ©leid^gemi^t bejfelben, menn man bie SWomente in Sejug auf 
ben ißunft C nimmt: 

J{. %a. cosß sc 4 Q, 6. sinß, 
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ohix: 



aJR €08 ß =i2b Q sinß. 



(1) 



unb für bad ®Uxä)%t\t>x^t Don AB, tocnn mau bie ÜXomcntc in 53c: 
jtel^ung auf ben ^unft D uimmt: 



jB a cosß =: (iB a sinß + P, a, sin2 ß, 



ober: 



R (cos ß — (AsinßJ — P sinZ ß. 



(2) 



2tu5 (1) unb (2) folgt: 



alfo: 



%bti sinß 
a cosß 



(cos ß — (A smß) = 2Psmß cos ß, 



unb: 



b Q (\ -- n tangßj = er JP cosß, 

b — aPcosß 

'* ~ b Q tangß 

Slufgabe 81. ßm ®mx6)t W tfi in ber aKitte einer getoic^t^. 
lofen jiarren ©tauge aufgefangen, meiere bie 2RitteIpunfte O, 0' 

jujei gleidjer fc^iDerer 9laber »erbinbet, 
bie auf einer raul^en geneigten ßbenc 
flel;eu, inbem ia^ eine gehemmt 
ifi; man foH ben größten 9leiguugö= 
mnUl ber St»ene flnben, bei ujelc^em 
ba§ ©^fiern wä) im ©leid^gewic^te 
bleibt. 

«uflöfung. m fei P baa 
@ett)id5)t unb r ber '^albmejfer eineö 
Jebeu ber beiben SMber, 0(y = 2a, (p bie Steigung ber (Sbene 
gegen ben '^orijout, R, R' bie auf ber geneigten 6bene uormalen 
SReactionen berfetben gegen bie Oiaber, alfo (* R b,ie SReibung beö 
JRabea auf ber ßbene, F bie SBirfung ber (^bem auf ba« SRab 
& uormal gegen R\ AT, Y bie ju ber Gbene ^jaraHelen unb norma- 
leu Komponenten ber SBirfuug bea JRabea O auf bie ©tauge 00' 
unb X\ y biefelben Somponeuten ber ©egenroirfuug ; fo ^at man 
für ia^ ©lei^igeioi^t bed (Rabed unb ber ©tauge 00' atö ein 
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©^flcm Betrautet, j»if<3^ett bcn ju ber geneigten S6ene paraMcn 
@om))onenten : 

liR = X + (P + W) 9in(p, (1) 

unb jttJtfd^en fcen Slormatcom^)onenten : 

Ä + r=: ri* + W) cosif, (2) 

unb wenn man bte SWomente in Seiicl^ung auf nimmt: 

^Är + 2ö r= IT« coÄcp. (3) 

gernet l^at man für ba§ @leid^gett)i(S^t beö 9labcö O', »enn man 
bie aÄomente in Sejug auf feinen Serii]^rung^^)unlt mit ber ®6ene 
nimmt : 

X' r = Pr sintp ober X = P strup. (4) ' 

Stu« (1) unb (4) folgt megen X' — X: 

^Ä = (2P + W) sin (f. (5) 

gerner folgt auö (2) unb (3) : 

^irR + 2a(P+ W)co8(f -- %a R =z fTa co8q>y 

ober: 

(2a — nr)R = a (tP + W)co8q>, (6) 

unb au« (5) , (6) ergibt jid^ bie gefucä^te Steigung : 



<«»ff » = 2^ 



fir 



^at man g) gefiinben, fo ergibt p^ Ä au« (5) unb X' ober 
JT au« (4), alfo Y au« (2), unb F ijl bie einjtge an bem Stabe 
(y »irfenbe Äraft, melcä^e ntc^^t burc^ feinen SWtttelpunft ge^t, unb 
folglich = fein mu§. — 

Stufgabe 82» 3ioei glei(=^e »alfen AC, CB liegen in einer 
33ertifalebene, jlnb in C burd^ ein glatte« ®ett)inbe tjerbunben unb 
fielen mit i^ren untern (Snben A, J? auf einer raupen ^orijontalen 
ebene. 2Ran ^at ben größten SBinfel ACB = ß beobad^tet, bei 
meliä^em ba« ®Iei^gett)i(3^t nocS^ jiattflnbet, unb foff barau« ben 
jReibungöcoefflcienten ii für bie ßnben A unb B ableiten : , 

Stuflöfung. e« ifi: 

fi = 4 tang J ß. 
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SlufflaBe 83. ABCDE... ijl ein JBieletf, bcffen ©cücn iJoD'^ 

fommcn fiarr unb um bie (gdCpunfte A, B, C, 

^j /),... temegltc^ jtnb. 5ln bcn aKittelpunften 

ber Seiten jtnb mä) barauf normalen SKcf^tungen 

Ärafte P, Q, fi,... angcbradbt, »eld^e P(^ n)ie 

^i» bie Seiten »ermatten; man foff nun bie ffileidb» 

o gen)i(|)töform be^ SSielerfeö flnben, »enn bie San- 

^Ä gen feiner ©eiten gegeben jinb. — 

Stuflöfung. So feien /i, y, r, s, ... 
bie nac^ gen^iffen geraben Sinien bBß, cCy, 
dDS, ... geri&teten gegenfeitigen ©nmirfungen 
ber Seiten beö SSielerfe« an ben Stfen Ay B, 
C, D, ... ; fo geben bie auf BC notmalen Som- 
j)onenten für ba^ ®Iei(S^gen)i(^t ber Seite BC: 

Q = q sinCBß + r sin BCc, (1) 

unb bie ju CB paraMen Gom^wnenten geben: 

q cos BCß = r cos BCc, (2) 

unb menn man bie SWomente in Segie^ung auf ben 3RitteIpunft ijon 
BC nimmt : 

q sinCBß = r sin BCc. (3) 

JRun ifl: 




H = tangCBß = fang BCc, 



atfo: 





Z.CBß — /LBCc, 


unb 


m\t\)\n »egen (2) ober (3) : 




q = r. (5) 




SBeiter folgt' au6 (l) unb (3): 




^ — 2r sin BCc, 


unb 


ganj auf gleid^e SBeife ergibt jlc^ : 




Ä = 2r SinDCy; 


folglich ijl: 

^ st« BCc 

R ~ SinDCy 



(4) 
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?lber mä) bct {öoraitöfcjung tfl: 

Q _BC _ smBDC 
R ~ DC~ smCBD> 

sin BCc _ sin BDC 
sinDCy~ ^CBü' 

9lun iji aber rffenbat: 

z: äcc + z: DCy = z: bdc + ^i c^d, 

alfo: 

^ äCc = ^1 Ä2?G (6) 

ßbcnfo »feb berotefen, baft: 

^CBß =z ^1 BAC, 

mtil^itt »egen (4) : 

^1 BDC = z£ Ä^C (7) 

Gin but^ A, B, C gel^enber Ärci« gc^t alfo audS) tmä) D, unb 
cbetifo ergibt ^6) : baö ber bnrc^ B, C, Z> gel^enbe Ärciö auc^ burc^ JK 
gc^cnmug, u,f,f. 2)ie SBinf clfpi^en bcil SSieIctfe« muffen alfo {m®Iet^' 
geu)i(f^tejuflanbe beplben im bemfelben Äreiöum fange liegen» — 

2tu« (5) folgt: 

unb au5 (6) erteilet, bag ««, 6/9, c;', d8, ... Tangenten an Um 
bur^ Ä, B, C, .... gel^enben Greife jinb» 

Stucä^ ber SBertl^ i^on p = q = r ... läßt jlcfi leicf^t finben ; 
benn e5 ifl: 

Q = 2r sin BCc, 

unb ba -^ ÄCb ber ^dlfte be« ber ßC 6eite entfprec^enben SBinfetö 
am aWittel^unfte be« um bad 33ielecf bef^riebenen Äreifeö gleid^ ifi; 
fo fiat man: 

sm BCc = -g-77 — Tr— == -^ » 

^albmeffer q 
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Slufgate 84. J!)a« SMetcd ABCD fiefle^t au« 4 jlamn ^ih 

ben, »eld^c jtd^ um A^ B^ C, D 
brc^en Mnnen, unb bte fünfte 
Ä, C, fo tt>ic ß, D flttb burdj^ ga* 
ben AC, BD i)on gegebener Span- 
nung t)erbunben ; man foH bte geo:^ 
metrif4)en Sebingungen für ba^ 
@Iei$gett)t4)t beö SSieredfe« flm 
ben. — 
2luflöfung 1. ß^ feien P, ^ bic ®^)annungen ber gaben 
ACy BD, unb £, L, Mj N bie SBtrfungen unb ®egen»irfungeu 
jtt)ifd(^en ben ißunlten M, B), (B, C), (C, DJ, (D, A); fo tfl bte m^ 
ber jRtdfitung AC auf ben ^unft A toirfenbe Äraft P ber nad^ AB 
»trfenben Äraft: 

„ «Vi C^Z> „ «iVi JDB DO « OD JB 



sin BAD 



sin BAD AO 



BD OJ 



unb einer geit)tjfen na^ JD »irfenben Äraft F äquivalent. 

6benfo (ji bte nad^ ber SRtd^tung BD auf benipunft B tt)irfenbe 
ftra^ Q ber nad^ BA mtrtenben Äraft: 



«. 



OC. AB 



AC. OB 

unb einer gett)ijfen nad^ AD n>trfenben Äraft G äquivalent, 
alfö auf ben ^ßunft A na(i^ ber 9l{(i(;tung AD eine Ära^ = 
unb na^l ber Slidjitung AB eine Äraft; 

OD. AB 



6« »irft 



P. 



SD. OA 



— K, 



unb für ba« ©teic^gewi^lt bejfetben ^at man folglid^: 

OD. AB 



F — 2V = 0, P. 



BD. OA 



— jr = 0. 



(1) 



ebenfo ^at man für baa @letc|)gett)id^t be« ipunfteö B: 

G— L = 0. 0. \z: ':i - r = 0. (2) 



^=»'«-^-' 



9lu8 (1) unb (2) folgt nun: 
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OD. AB _ ^ OC. AB 



<öfo,: 



BD.OA 



PO.D 



AC. OB 



^ e. OC 

BD. OA AC. OB 



meld^e^ btc gefucfitc Sebingung für ba« ®Iei^ge»i4)t beö SSier* 
etfeö tfi. — 

Stuflöfung2. SBenu man bte'2Romente in Segug auf ben 
ißunft ß nimmt, (o ^at man für ba5 ©Icicf^gcmcl^t ijon i«.- , 

JV. BD sm BDA = P. BO sin BOC, 

unb toenn man bic SWomcnte in Scjie^ung auf ben ^nnft C nimmt, 
fo ^at man für bad ®Icic^ge»i(3^t ijon C/); 

2V. CA. sin CAD = «. CO. sinSOC; 

folgfid^: 

^D stVf 01)^ _ BD.AO _ P.B O 
CA sinOAD ~ AC. DO ~ Q. CÖ' 

5lufgabe 85. SSier gleiche, glcicä^förmig f^tt)erc Saffen AB, 

BC, CD, DE jinb in B, C, D \>nxä) 

c ®en)inbe mit cinanbcr öerbunben unb 

» in einer 33ertifale6ene im ©leidige* 

geu>i(3^te; man foH bie Sebingungen 

be^ ©teid^gemid^te^ flnben, tt)enn bie 

Entfernungen AE unb CF gegeben 

^^ jtnb , inbem AE ^orijontal unb CF 

i)ertifal ifl. — 

5Cufl6fung. g« feien a, ß refp. bie Steigungen öon AB ober 

ED unb BC ober DC, fo mug fein: 

tanga s=: 3 fang ß. 

gemer fei BK »ertifal, CF = a, ÄF= b, FK =: x unb 

BJr = y; fo ifl: 




~ %b 



%a^ + 6» — \r i^ö* + a^b* + Ä*; 

t/ =s=s ■ — ! ! S : 
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SlufgaJe 86. Sin m einer aScrtifaletene liegenbcr SSatfen iC 

jiü^t f\ä) auf einen in betfelben Sbene 
be^nMid^en ^fofien Äi? unb gegen eine 
öuf ber erjien fenfred^ten SSertifalebene 
HK; man foH alle Umjldnbe beö ®Ieid^= 
gemd[)te^ öermitteljl beö {principe ber 
ijirtuelfen ©efc^toinbtgfeiten flnben. — 
9lufUfung, ©^ fei BD = 6, 
.4^ = a, z: GAD = Q, W baö ®e- 
tt)ic^t be« S3alfen^ .iC, ß fein ©d^mer- 
^)nnft, P ik auf ^iC normale JReaction 
in B unb Ä bie auf HK normale JReaction in A ; fo fann ju finben 
fem: 1) Mo§ bie ®teicl;gen)i(^tslage, 2) ober au(ä^ Punb xAi^t R, 
3) ober au^l R unb nic()t P, 4) bie ®tet(i^ge»ic^tölage unb auc^ P 
unb R. — 

1) SBenn eö jld^ Moö um bie ®leic()gcn)ic^tö(age be« Satten^ 
^C ^anbclt, fo mu§ man bemfetben eine unenblid^ fleine SJerrücfung 
ertl^eifen; aber fo, ba§ er mit beut ^fofien BE unb ber ßbene HK 
in Serii^rnng bleibt, bamit Punb R nid;t'in ber ®fei(3^ung 
ber tjirtueHen SWomente ijorfommen (§. 59). SBenn h bie '^ö^e t>on 
G über ber ^orijontale . burc^ B bejeid^net, fo ifi: 

h = GS cosQ z= (a — 6 cosec Qj coaQ = a co8& — 6 cotg 0, 

alfo : 

dh = ( . ^^ — a sinQ) d0, 

nnb bie ®(eid^ung ber t>irtuellen SWomente Wdh =i= o gibt : 

6 — ö «»|3 = 0, folglicfi: smQ = y — 

2) aBill man aud^ P I;aben, aber R niä)t, fo mug ber halfen bei 

^ ber unenblic^ tteinen Serrfidung »on bem 

^fojlen EB entfernt werben, bamit 
P in ber ®Ieici^ung ber ijirtuellen äKomente 
ijorfommt, aber R ni($t, fo baß ber Salfen 
mit ber S3ertif<ilebene HK in 33erü^rung 
bleiben mu§. — 2lföbann ifi, mnn^A' 
= c gefegt wirb, ber SBeg ^on B, mä} 
ber 9fli4)tung üon P gefd^u^t, bie SDifferenj 

10 
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bet «ptoicftionen \>0n AA' imb AS' auf We SWc^fümg ijon 
P, b. ^. 

= AA' sinQ — u/JB' f co^gO» — dö), ^'J5' — AB=^h cosec 
= c «IW0 — b cosec 6 d0, 

unb bct üon Cr bef(]()ricbenc SBcg in bet Stic^tung bon IF: 

= AG cos — AA — AG' co8(e + d0) 

= a CO8 --^ c — a C08& + a sinQ d0 = a 8in6 d@ — c. 

35ie ©Ici^ung bet mrtucHen aWomcntc ifl alfo: 

IT ('ö fiw rf© — c^ + P (c sinG — b cosec 9 dQ), 
ober: 
(fF a smQ -^ P b cosecG) d@ — c (W -- P sinS) = 0, 

ti6t\6)e in bie beiben ©lei^ungen: 

fr a «m — P b C08CC = 0, 
H'^ — P wi = 

gerfallt, toell rfö unb c jmei i)on einanber unabhängige unenblid(^ 
fteine ©tögen ftnb. — 3lu3 ben beiben legten ©lei^ungen folgt: 



sin@= y/A, ^ = y/-?.. 




3) 2Bia man Ut ®leic&gett>t^tölage 
unb R, aber ni^t P ^aben, fo mug man 
bem ^aalten AC eine foli^e unenbßd^ Heine 
23errü(fung ertl^eilen, baß er mit bem ^fo--^ 
jien EB in Seru^rung bleibt, aber mit ber 
ßbene HK uic^t. — ®e^t man »ieber 
AA = c unb Z; jB^^ = a, fo ifl : 



d& = -r^; ==-T- 9ma sm&j 

AB — c cosa o 

unb ber SBeg ijon G in ber 9lid^tung tjon W: 
SÄ ^e CO8 — c. co8(0 — a) — AG' cos (0 + dQ) 

= f — «1/1*0 — sind) c. sina — c cosa cosQ; 

^ a ^ 

ferner ber SBeg t)on A xm ber 9li(j^tung oon Ä: 
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5Dte ®(et^ung bet »ittueUeu SKomente ifi a(fo: 

W [i^-^ «tw* © — «f»©; c 8ina — c co«a co»©] 
+ Ä ('c. co«ö «öl© — c. ««lia co«©j = 0, 

toti^t in bic beiben ©Ici^ungcn gerfallt: 

W [4- sin^ © — «m©] — Ä CO«© = 0, 
b 



fFco8 0'— Raine = Oj 



tooraud folgt: 




«,«iy _l^ fl' ir V"* 

4) SSenn enblid^ fon)oI;{ bte ®Iet(|)gen)t(^tö(age, a(d P unb A 

gefilmt tt)trb, fo barf ber Salfen -^C bei 
feiner uuenblid^^ Keinen S3enü(futtg »ebet 
mit bem ^Pfojlen EB, no(^ mit ber Sertifat 
ehmc HK in 93eru^)rung bleiben, — 90«* 
bann {tnb bie unenblid^ fleinen 38ege i^on 
J^ B unb Cr nad^ ben SHc^tungen ^on 
^ R, P unb »Krefp*: 

c «i«('© — a^, 

bd& 
c. «i;ia t-f:» 

«172© 

a «ih ©J0 — c C08(e — d), 

nnb.folgli^ ifl bie @Ieid^ung ber birtueOen SKomente: 

W [a sin O.dS — c. caafQ — a)] 

+ P (c. sina — 1^ + R c. sinfQ — a; = 0, 

U)el^e U)egen ber Unabi^ängigfeit bon c «nna^ c. coaa unb d© 
in bie brei ©leii^ungen: 

i> — »"«»1© — Ä CO«© = 0, 

^ CO« Ö — Ä sr» © = 0, 
fro«t>3© — PbcosecQ == 

10* 
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icrfäHt, JDorauö jld^ Hx^ QlMmtion ergibt: 




stnQ = \/ _, _= 1/ _, — = I 

y a W y b W zr-y 

folgt ferner: bag ä ein aWajimum, unb folgtii^ ba« @(ei(]jygett)ic^t 
nic^t fiabil i% - 

2tufga!&e 87. ein gleichförmig fc^merer 93atfen j4B ifl in 
einer Sertifalebene um ein ®ett)inbe A beroegü^, 
^f^-^^^ tt)a^renb an feinem obern ßnbe B ein ©eil BCP 
befefligt ijl, trelc^e^ über einen in ber Söertifale burd^ 
A beflnblid^en :|)oIirten Soljen C gel^t unb ein ®c^ 
~^ mic^t P tragt , inbem AB = AC x% SWan fott bie 
@Ieic^gemi(t)t^Iage be§ Salfen^ AB bur^ baö 5Prin= 
cip ber inrtuetten SKomcnte finben. — 

9tuflpfung. ßö fei W ba« ©emid^t unb AB 
= fl bie gange beö Salfenö, Q irgenb ein ^ßunft beffelben, QM 
fenfre^t an^ AC, AQ = x m\> ^1 BAC = 0; fo ifl ber unenb^ 
liä) fleine SBeg un P md) feiner eigenen 9?i(^tung M einer unenb^ 
ttci fleinen SDre^uug be^ »altenö: 

d.CP=:d (BCP — BC) = d (BCP — 2a. sin^) 

Q Q 

= — d.2a sin-^ z=z — a. cos-^ d&. 

SDa^ ®ett)ic^t eine§ Elemente« ds be« 33alfen« in Q ifl 
= — W unb fein unenblicj) Heiner SBeg in öertifater Stiftung 

= d. CM=: d(a — s C08Q) =: j^smQ dQ; folglich bie Summe 
ber »irtueHen äWomente aller Slemente be« Salfen^: 

= 2(W—' ssinOde) 
a . . 

= —. %me dQ f ^ xdx =-4- WsmQdQ. 
a ^ 2 

2)ie ©(eic^ung ber t^irtueHen SRomente ifl bemnaci^ : 
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-^Wasinede — Paeos^dß = 0, 



worauf folgt: 



8tn 



& 



w 



aWan faun jt^ ba« ©emid^t ^ beö Salfen« auc^ in feinem 
©^»etpunfte, »el^^er Q fein mag, angebratJ^t benfen, uub d^bann 
ijl einfad(>er: 



b. ]^»: 



ober: 



P. Ä. CP + TF. d. CM = 0, 
P (— a cos -^ dQ) + W' rf C« — -«- co80^ 



— Pö co8-^ d0 + ^. 4^ «« QdQ = 0y 
2 2^ 



0, 




»ie borl^in* — 

2luf g a b e 88, Stuf ein materielle« Z\)dl6)cn O, »jelc^e« auf einer 

%latttn geneigten 6bene ^B liegt, 
mirft nad& einer gegebenen 9ii4)tung 
eine Äraft P unb ^It baffelbe im 
f ©leic^gemic^te ; man foH \>ie ©röge 
biefer Äraft, fo tt)ie ben auf bie Sbene 
— ^ ausgeübten 3)ru(f burc^ baö ^rincip 
ber i)irtueKen SKomente flnben» 

Sluflofung. m fei W ba« 
®eroxä)t beö materiellen 2:^eil4)en§ O, 
Ä ber SBiberjlanb ber ebene , Z: P05 = a> unb Zl BAC = a. 
SBenn ba« tnaterielle S^eifd^en langö ^5 um eine unenbli(^ fleine 
Sänge ß r>txxndt mxi, fo flnb bie Dirtuetten 3Komente t)on fi, P 
unb W refp, : 

=z= 0, = Pßco8(o unb = — Wßsina. 

a5ie ©leid^ung ber birtueöen SÄomente ifl folglic!^: 

P.ßco8(o = W.ßsina ober Pcosto = fFsiVia, (1) 

mobur(3^ ber SBertl^ üon P befiimmt ifl» 

JEBirb parallel ju AC um /9 ijerrücft, fo ftnb bie t^irtueKen 
SKomente »on W, P unb Ä ref^), : 
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= 0, = Ppco8(a + (o), = -- Rßänaj 

unb mitl^tn: 



folflfi^: 



Pßco8(a 4" «^ = Rßsina, 

_ P €08 (a + <oJ Wcos(a + wj 
Ä = : == 9 



wna 



€08 (O 




stuf gäbe 89» ©in fliattet Salfcn AB liegt gn)if(6en i^ei auf 

berfelbeu S3ei:tifalebeue feufret^^teu S3oI» 
jeu ^', ^" Uttb jlii^t jic^ mit feinem 
untern 6nbe A auf eine glatte ^«>rf* 
gontalebene AD; man foH ben S)i:u(f 
Ä, Ä', ä" in A, A, A' flnbem 

Stuflöfung, 6« feiö ber ©^»et« 

!punft be« Salfenö, moran fein ©emi^t 

W angebracht fei, AG == «, AA' 

= * unb z£ Ä^D = ct. SBtrb ber 

SaÄen, inbem er mit A unb ^' in JBerfi^rung Meibt, um bie un= 

enbli^ Umt ®rö§e ß i^errütft; fo j!nbbie t^irtueHen SÄomente bon 

Ä unb W offenbar einanber gleid^ unb entgegengefe^t, unb man fiat : 

Rßsina — W ß sina = 0, 

mm 

R= W. (1) 

^ SBirb femer ber Salfen unenbli^ wenig 

t^errutft, inbem er um A' einen unenbli^ Reinen 
'^ SBinfel a> bef^reibt, fo bag bie jpunfte -^,.4", 
Cr in bie neuen £agen a, a\ g (ommen; fo tfl 
nad^ bem ^principe ber t^irtueHen SWomente, loenn 
Am^Gn öertifal unb am, g^i ^orijontaj pnb: 

Ä. Am — Ä'. dÄ — W.Gn=: 0, 

alfo wegen (1): 

'W(Am — Gn) — I(. Ad = 0. 
e« ifl aber: 

^ift = Äa €08a =s ^//. Ol. co«a, 




(2) 



imb: 



£rn s= Gg cosa ss ^(r. o». C08a> 



m 



fdgltd^ : 



unb: 



Am — Gn =: AG. cd, cosa = a« co coaa^ 



©ubjlitiürt man nun für Am — 6rw unb Äa i^re SBertf;c in 
(2) , fo ergibt n : 

JF. a. (o cosa — Ä. a> Ä' = 0, 
f olglid^ : 



Ä' = 



(3) 




ß5gt man cnblid() ben Salfen \m A einen 
unenblid^ Keinen SBinfel bef(!^reiben, fo bag er in 
bie 8age -r4a gd' fommt; fo ifl nac^ bem iprin* 
cipe ber t^irhieHen SWomente: 



R\ A'd' - Ä'. Ad ^W.Gn== 0; 

aber: 

©« = Gg cosa , 
fotfilit^: 

Ä". A'd' — TT. ^ö' - W. Gg cosa = 0, 

5Da fi(^ aber ^"a", ^V, Gg offenbar Joie ^^", .i^', AG 
»erfiatten, fo ifl: 

Ä". JA' — Bf. AA' ~ W. AG cosa = 0, 

unb n)egen (3) : 

ä". JA' = ^ (^^^ ^^' + AG cosc) 

nr O cosa ^ , . , , . 

= W — j- — (AA + b) 



W.'LS211.AÄ'; 



folglid^ : 



Ä" = W. 



a cosa 



= «'. 
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GH = 



Aufgabe 90. ©in Satfcn JB flfi^t 
^6i gegen eine glatte uxixtok Gbene OlT 
unb le^nt jld^ gegen eine ebenfalls glatte 
Snrt^e a/J^ inbem bie (^itM biefer Snri^e 
unb be« 93alfenö anf ber 6bene OK \tnh 
re(^t tjl ; ^m meieret Sefc^affen^eit mu§ bie 
Snrüe «/? fein, bamit ber 33alfen in jeber 
Sage im ®Iei(|)gen)i^te ijl? — 

Stnfföfung. 6^ fei G ber <S>6:jmt'^ 
)f\mlt beö »äffend, OM — x, PM=^ y, 
^Cr = c; fo ifl offenbar: 



,+ i«.Ö = ,+f„_,*;g 



£^9 



= y 



X 



dy 
dx 



+ ^57 



S)a ferner baö ®Iei(f)gett)i(bt in jeber Sage be« 93alfen6 flatt^ 
flnben fott, fo mug C^Ä eine conflante ®r5ge C fein (§. 68.); 

f olglid^ , xotrcx man ber Äür je »egen ^ = /> nnb ^ = y fe^t : 



!/ — JJI + 



ap 



V" 1 + p^ 

nnb rnenn man nad^ x bifferenjirt : 



= C, 



— ^? + 



ö^r 



atfo: 



yf a + PV'' 



= 0; 



y = 0, ober x = 



S){e erfle biefer Stuflofungen gibt eine gerabe Sinie, unb bie 
gttjeite gibt burcf^ Integration: 

y + y/^fV a' — Y ^V =• C, 

SBenn man itix 9lnfang3punft ber Soorbinaten fo loa^ft: bag 
t/ = ijl für JT = ö, in »el^em gaUe ber S)nr4^f(^nitt3}>unft 
beö Salfen^ in feiner fiorijontalen ßage mit OK ijl; fo ijl C = 0, 
unb folglid^ bie ©leici^ung ber gefud^ten Suroe: 



1S8 



V ^^ + Vif^ = V «"• 

5lufgabe 9L Stuf einen materiellen ^mtt tcixten brei 
Ärä^e A^ B^ Cf beten Slid^tungen butc]^ brei ißunfte J^ B, C 
ge^en; man foH mitteljl be^ ^principe« ber rnttueHen SWomente bie 
®Iei^gett)ic^töbebingungert flnben. — 

anflöfung. J)ie brei ißunfte A, B, C müjfen mit O in ber^ 
feI6en Gbene liegen, unb bie relativen ®rögen ber itrafte A, B, C 
ergeben ^6} aud ben Proportionen: 

J: B = sinBOC: miJOC, 
A: C ^= smBOC: sin JOB, 
B: C = sinAOC : sin AOB. 

Aufgabe 92. 3tn einem über ben feflen ^punft A ge^enben 

gaben tjon einer gegebenen Sänge j!nb gwei 
®ett)i(^te P, P aufgefangen, toooon bad 
eine P jid^ auf ber geneigten @bene AC 
bewegen fann; man foH bie Suri^e DE 
flnben, auf weld^er ba« gtt)eite ©etoi^t P 
liegen muß, menn P unb P in jeber* 
2age im ©teii^gemi^te fein foHen. — 
Sluflöfung. S^ fei AB ^?ertifal, 

AP = q, AP' = p', p + p' = /, 
AM = s, AM' = X, Z; BAP = a, z£ BAP = tp unb m, m 

bie ajtajfen üon P, i^; fo ijl bie ®Iei(]j)ung ber gefugten ßurüe: 

fm cos qi — m cosaj q = — c m'l cos a, 

xoo c = ma: + mx gefegt ifl. SDie gefu(j^te Sur^e ifl foIgti(l() ein 
Äegelf^nitt. — 

aufgäbe 93. ein »alfen P« fiü^t ji(^ gegen eine glatte 

ijertifale Qbtnt AB unb auf eine glatte Sürt^e ^IP; 
üon »elti^er Sef^affenl^eit muß biefe Sutüe fein, 
tt)enn ber Satten in jeber 2age im ®Iei(^gett)idj>te 
^^ fein foH? — 

SKuflöfung. e« fei PM ^origontaf, G ber 
_ ®(!^tt)erpunft beö Satten«, PQ — a, GP =z c, 

AM — X unb PM — y\ fo Ifl. bie ®(e1c^ung 
ber gefu(3^ten ßurüe: 





IM 



(c •- x)^ y« 



= 1, 



»elc(^e^ bie ©leid^un« einer gni»)f e ifl, beten 2RitteI»)unft xn Q Hegt, 

»enn PQ l^origontal ijl. — 

aufgäbe 94, Sin gleid^fönntg fcf^meter »äffen AB jluftt ftd^ 

auf eine ^oriiontale* Sbene aC unb 

gegen eine uxtitaU ßbene äC; ein 

©eil ACP ijl an bem nntern @nbe A 

beö Saffenö befe^gt, ge^t burc^ ein 

goc^ C ber öertifaletene bC unb tragt 

an feinem ®nbe ein ©emi^t P. Tlan 

foH bie ®leic&gett)i(]()t«Iage be« ®al* 

fenö flnben, — 

«uflöfung. m fei TT ba« 

®ett){(]j)t bee »äffen« unb Z: BJC 
= ö, fo ijl: 




iangQ == 2P* 

SCufgabe 95, %\i bem ßnbe B be« Saffen« ^JB, meldtet 

fld^ um ba« untere 6nbe A frei bre^en fann, ijl ein 

X. gett)i^tIofe« ©eil JBCM befe|ligt, mlä)t^ über ben 

^/j--^^ mit A in berfelben SSertifale liegenben ^punft C ge^t 

\ A unb an feinem ßnbe eine aRaffe M tragt, bie auf 

^-. einer in ber 33ertifalebene BAC liegenben glatten 

6urt)e CMN liegt ; man foU bie ©leic^ung ber Surtje 

CMN flnben, meiere fo befc^affen ifl, ba§ ba« @9* 

flem in jeber Sage im ®lei(^gem^te ijl, — 

5tufl6fung, 6« fei ^5 == 2a, ^C = *, bie Sauge beö 

©eile« JBCM = l, bie gerabe Sinie CM= q, /L ACM = 

unb M' bie SWajfe be« Salfen«; fo ijl bie gefu(^te ®lei(fiung: 

J^f'?* + 2 ("2 J»fi cosQ — M'l) Q — e. 



»0 e eine ßcnjlattte ijl. — 
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Sfwfgabc %• 3met %Uxä}t »olfen AB, BC licften in einer 

S3erttfale6ene , jlii^en pd) mit i^ren obem 
6nfccn, worauf ein ®tni>\6)t W wirft , ge* 
gen einanber unb mit i^ren untern Snben 
A^ (7 fmb fie bur^ 3<Jpf^n in ben Sal* 
fen AC eiuflelaffen, fo \)^% j!e ni(fet aud= 
gleiten Mnnen. ÜKan f oU bie ® p a n n u n g 
T beö 93alfen« ^C flnben. — 

«uftöfung. e« fei ba« ©ewic^^t 
unb G ber ©c^werpunft be^ Saffend ^Ä, 
% a feine SWeigung gegen ben '^orijont, 
AB = ö, ^6r = Ä; fo Wirten auf ben Salfen AB tjier Ärafte, 
namli^: bie Sleaction ä in ^, bie Spannung r, ba^ ©ewic^t Q 
unb eine gewiffe Äraft P, welche tjon bem ©ewid^te W unb ber 9le= 
action beö Salfen« JBC ^errü^rt, unb bereu »licf^tung BP mit ^5 
einen unbefannten SBinfel & bilbet, — a5er 5Punft B wirb burdj> 
ba^ ®ewi^t W unb bie beiben JReactionen P, P im ®Iei(3^gewi^te 
gehalten* — 

gür ba« ®Ieid^gewi(i^t be« Salfen« AB geben bie :^origon = 
taten Somponenten: 

I — Vcos(a — ©; = 0, (1) 

bie loertifalen Komponenten: 

Ä — Q - P «iwr« — 0; = 0, (2) 

unb bie aWomente in Segug auf ben $unft A\ 

Q h cosa — P o s^ = 0. (3) 

gerner ^at man für ba« ©leic^gewicbt be« jpunfteö B jwifd^en 
Un üertifalen Komponenten: 

2Psin(a — 0^ — JF==: 0. (4) 

SBir l^aben alfo gwif^en ben 4 Unbefannten r, P, ß, anä) 
4 @lei(]j)ungen» 9lu^ (l) unb (4) ergibt ^6) bur^ (Slimination t>on P: 

T= i Wcotgfa — 0), 

unb wenn man P gwifd^en (3) unb (4) eliminirt: 

^ , , Tir «WO . j^ nn[a — (a — 0)] 

«»("a — @) 8tn(_a — 0^ 

=: }f W a [sma cotgfa — @J — co«a], 
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alfo: 



i Ob + Wa 

cotg fa— ej = ^^ cotg a. 



mb mithin: 



2Qb+.Jra 
T = ^ cotg a. 




I)ic ©pannung T tjl alfo bejlo f leinet, je gröget a unb 
ie fleinet b gegen « ifl. — 

Slufgabe 97, 5Dte ©teic^fle^ic^j^töbebingungen eine« ©pfieme« 
»Ott 2« SJalfen gu finben, »elc^ed auf bem Satten AB in einet 
93etttfalebene eine gegen bie bnrd^ bie i)&6)^e (Splint beffeKen ge^^enbe 
JBettifale eine f^mmetrif^e ©efiaft ^at — 

Slnflöfung, 6« feien «j, «a» «d» ••• bie Sangen ber Sat 

fen, Q,, 0»^ Qs> ••• i^t^ ®ett>i^te, 
Cr^, G^, G^^ ... i^re ®(]j)tt)erpunfte, 

*!' *2* *d» ••• ^i^ Sntfemnngen bie^ 
fer ©d^werpunfte \>on ben untern Gn* 
ben ber SSalfen, a^, «a, a3, ... bie 

=« IWeigungen ber le^tern gegen ben '^ori» 

iont, R bie Sieacrion be« l^orijontaten 
JBatten« AB in ^ ober JB, T bie Spannung beffelben, Pi, P«» ^3> — 
bie gegenfeitigen 9leacttonen ber fSaikn in i^^ren Serü^rungöpunften, 
»el^e offenbar paarweife in berfelben (Richtung, aber nad^ entgegen« 
gefegtem Sinne erfolgen, unb enblidj^ Q^, 0^, ö«, ... bie 2Bin* 
fei, »elAe biefe 9li(^tungen mit ber horizontale bitben; fo ^at man 
für ba« ®Iei(^gett)i(^t be« erflen ^a\kn^: 

T + P, €08 e^ = 0, (1) 

(?, — Ä + Pa «m©! = 0, (2) 

Q^bicosa^ — P^OiSinfa^ — © J = 0, (3) 

für ba« be« gleiten JBalfen«: 

P^ CO«0^ — Pj, €080^ = 0, (4) 

(?3 - P, «fu©, + Pa sinß^ =f 0,. (5) 

OjÄj cosa^ — P^fl^a a»»|^aj, — 0j^) =s 0, (6) 

nnb fo fort bt« gu bem fiodbjlen Satten, für »eldjien Ö. = fein 
mug. — 3är ba« ®Ietc^gett)i($t biefed ^d(^ften Satten« ^at man 
folglich : 
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P„-. 1 cos 0.« , — P. = 0, (3« — 2) 

Qn — P„-x«»ön~l = 0' (3ll — 1) 

On*n COÄOfn -Pn^n ««Wflfn = 0, (3») 

unb außerbeitt fiat man bie 9?eIation: 

a^ cosa^ + öjj coÄag + .... a^ cos an == J'» (3« + 1) 

»0 ^5 = 2I> gefegt tfl> — 

Sfiminirt man nun au^ btefen 3» + 1 ©lei^ungen bie 
2n + 1 ©rogen P„ Pj, P3, ... P„; ©,, ©3, 0«, ... ©„-i,- 
Ä imb r, fo Mfibcn gut Sejlimmung ber wSBinfd a^, «3, ... a„ 
meiere bie ©letd^gemtclitölage be$ ä3a(fenf9fiemed (eflimmen, no($ 
« ©leid^ungen. 

SBenn man W Oleic^^ungen (2) , (5) , ... (3« — 1) abbirt, fo 
ergibt ^ä) : 

Ä = (?, + «2 + .... 0«. 

eiiminirt man P^ gtt)if(3^en (2) unb (3), fo ergibt fx6): 

9m(ai — ß^) O^bicosai 

««« ©i ~ (R — QJ «1 ' 

«>ia, co^^ö, = a + (sr='^jir,^ ^^«^ ^ 

unb : 

^e, = ^« -/ . ^ -^ + «■ '■ a«^... 



golgti^ ifl »egen (1) unb (2): 

T^ (R— QJ cotga^ 



«1 



cotga 



= C(?a + .... + Oa + Qiz^) cotga^. 

ferner ifl: 

(1) + (4) .... r — Pa cos 9^ == 

(2) + (5) ... 0, + O3 -. Ä + P., mÖa = 0, 

unb wegen (6): 

§3 63 CO« «3 — P3 «3 sinfa^ — 02) = 0; 
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f ot#(ä^ : 



T = C«8 + ... + «. + 0» -|) cotga^. 

66enfo ergibt ^ä): 

T = («* + ... + «. + «8 r^) co/^«s 



a 



T = (0. ^) co% a„. 



0. 



@e^t man btefe « SBert^e »on r cinanbet gteid^, ]o erf^aft man 
« — 1 @Iei(^ungen jmif^en bcn JBtnfcIn a,, «a, ... a«, meldte 
in SScrbinlmng mit {in + 1) .bicfe SBinfel tepimmen. 

5tua tjl: 



^fl'^Cfn = 



On+i + ....+ On + (?« -^ 

-^ ■ — ■ -^ 



tangan^-i 



ön- 



Scbcr ber SBinfel «,, a^, a^, ... «„ ifl atfo größer afö 
90®, ober ieber ip fleincr afö 90«, unb aud ber ®(etdj)ung 
(3« + 1) folgt : baö letztere« ber gaU ifl, tt)eü fonjl D eine Summe 
negativer @rö§en mare. 

5Da ferner tangan < tangan^ , tjl, fo ifl «» < «»- ir b» 1^, : 

«1 > «a > «8 > .... > «n. 

aufgäbe 98. gür einen S^Iinber, bcjfen'Stje ^orijcntal unb 
um bejfen SKitte ein ©eil gelegt ifl, n^eld^e^ benfetten auf einer ge* 
neigten ßbene im ®(eic6gen)id^te ^alt, inbem bad ®ei( am obern 
6nbe ber Sbene befefligt ifl, \t>^zix bie ©leid^gemid^t^bebingungen ge» 
funben merben, »enn bie {Reibung F in SetratJ^t gejogen »irb. 

Sluflöfung. Die ©leid^gemic^töbebingungen finb: 
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W — Rwia — Fcosa — Tcos(Q + a) = 0, (1) 

Rcosa — Fnna — T sin{e + a) = 0, (2) 

r. ö — F. « = 0, (3) 

tt)o a ben $aI6mejfcr be^ ßplinbera bejetd^net* 

J)ur^ Sllmination t?on T jwifi^en (2) imb (3) , ergibt fi(| : 

F cosa 

R sma + «»(Ö + a) 

imb ba F ni^t > (*R fem f ann , fo f ann : 



stita + 8tn(Q + a) nicf^t < 



cosa 



folglich : 



^ , «AA ^ . /cosa — usmu 
+ a m4t < flrrc«i/il -?- — '^ 



) 




IT' 



»o^t aber größer fein. — 

91 uf gäbe 99. 3n)ei gteid^e gttlinber liegen auf einer ^ori* 

iontalebene fo, Üa^ jie jtd) ber gange 
na^ berüfiren, inbem i^re Stjen pa» 
rallel jinb, unb auf benfelben liegt 
ein britter Splinber, inbem feine 
2lje ju benen ber beiben anbern pa-^ 
raUel ifl. aRan fott bie ©leic^gewi^t«* 
bebingungen, fo wie bie {Relation 
jmifc^en fi, f/ flnben, mm alle Se* 
rü^rung^punfte jugleid^ fortgleiten, 

tt)o ju, ^' refp. bie JReibungöcoefflcienten jwifd^en jwei Splinbern ober 

einem S^Iinber unb ber Sbene bejei^nen. — 

Sluflfifung- gflr ben obe»rn S^Iinber ^at man nur bie eine 

@(eic^gemi(|tdbebingung : 

W — 2R cosa — %Fsma = 0, (1) 

weit bie beiben anbern Sbentitaten jinb* — 

gur einen ber untern S^linber \<ki man aber: 

W' — ä' -f Ä cosa + Fsina = 0, (2) 

F' — Ä sina + Fcosa = 0, (3) 

F^ - F = 0. (4) 

«u« (3) unb (4) folgt: 



im 



R 






au« (1) unb (2): 



2ä' == 2 IT' + ?r, 



unb au« (I), (3), (4): 



jP'== 



»^ Äiw a 



alfo: 



2(1 + cosa) 



W , a 



a 






^a rr<: fF + 2W' ift, ^0 werben bie Scrü^rungöpunftc 
ber untern 6)^Imber jucrjl fortgtciten, »enn fi = ^' ijl unb fF 
aömälig gröger mirb* — ©ollen alle 83erü^run9«))unfte gu glei4)cr 
3ett fortgteiten, fo mug fein: 



Wtang-^ 
tanga = ^ unb g^^/ ^ ^ = f*'; 



atfo: 



El — dnJi 

31 uf gäbe 100* 6in itor^jer mit einer conbejen Dberflad^e 

ru^et auf einem anbem mit 
einer foldben Oberfläche ; man 
foK befümmen, ob ba« ®letc^- 
%e)a>i^t flabil, labil, ober 
neutral (inbiffe-rent) ifl 
(§* 68). 

Sluflöfung. ß«fetC/0 

bie Slormale ber beiben ein^ 

anber berü:^renben glasen in 

^ bem Serü^rungöpunfte Ä, menn 

ber obere ilorper in dinf)e 

1% fo liegt fein ©^»erpunft C in biefer Sinie, gerner feien O, 0' 

bie Ärümmung«mittetpunfte ber S)ur(^f(|nitt«curüen bciber Dberfla(!^ett 
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mit einer hnxd) 00' gelegten Sbene für ben ißunft A, AO = q, 
AOf = q\ O'G = l mi OG = h Me ^o\)t beö ©d^werpunfte« 
G über ber ^orijontale MON; fo ifl^ »enn ber obere Körper \m 
ben fe^r Meinen SBinfel S i^errntft mrb: 

h = (Q + q) cosQ-^l co8(Q + AO"B), AO'B = 1^ = ?? 

= (^ + ^') cose — i cosfi + Xe) = 

Q 

6« ifi mithin h ein aRajimum, ober ein SKinimnm^ ie^ 
na^bem: < g* 



ober: 

JG^ q — l ober ^G ^ -^, 

Daa ®Ietc^öett)i(!^t ifl folglid^ jlabif, ni(^t jlabit, ober nen^ 
trat, jenac^bem 



iji (68). - 

SBenn bie DberPad^e beö untern fiJrperö conca» ttjare, fo 
mugte man q negativ nehmen. — 

SBarc biefe glad^e eine ßbene, fo mügte man p = qo fe^en, 
unb aföbann ifl: 

fo ba§ ba^ ®Iei(]^gett)td^t jlabil, nidj^t jlabil, ober inbffferent 
iß; jenad^bem: 

< 

SBenn bie untere glad^e beö obern Äflrper« eine (S^ltwt 
ifi, fo mug man ^' = qo fe^en, unb atöbann ergibt jt$ ebenfo, bag 
bad ©leid^gemid^tfiabil, ntc^t fiabil, ober neutral ifl, jenad^bem 

11 
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< 

= tfl. - 

Aufgabe 101» 2lu mli^m fünfte eineö fcnfrcd^ten ^feilct^ 
mu§ ein ©eil i)on gegebener Sänge befefiigt »erben, um benfelben 
mit ber fleinfien 3"9^^^ft nieber gu jie^en? — 

Aufgabe 102» 9ln einem feflen fünfte A ifl mittelfi eine« 
gaben^ ein ®emc[;t P aufgel;angen, unb an Pijl ein g^ben PBfF 
befe^igt, n^eldjer über eine fefle SRoUe B fo ge^t, ba§ BP ^orijontal 
ifl nnb'an feinem anbern ßnbe dn @en)i*t W tragt; ttjie tt)ett mirb 
AP burc^ ff i^on ber »ertifalen (Rid^tung entfernt? — 

Slufgabe 103» Sin fd;tt)erer Ärei^bogen ACDB ge^t gtt)ifc|)en 
jtüei glatten 23o(jen C, /? (jinbnr^, man fott feine ®leid&gett)i(^t«:= 
läge flnben, — 

Aufgabe 104» 3^ct Körper l^alten [\ä) auf jmei fd^iefen S^e= 
neu »on gleicher ^6f)e, aber Derfc^iebenen Sangen ba« ®Ieic()gett)id&t ; 
man fott baö 33erl;altnig i^rer @em(i{)te flnbem — 

9lufgabe 105* Sin iJegel fie^t mit feiner (Srnnbfla^ auf 
einer geneigten Sbene, unb ber SReibung^coefficient jtoifd^en beiben 
Sbenen ifl gegeben ; man foH befiimmen, ob ber Äegel umfd^Iagen, 
ober l^erabgleiten mirb, u^enn ber ?ieigung§tt)infel ber fc^iefen 
Sbenen allmalig »ergrogert tpirb ? — 

Stuf gäbe lOG» Sin fc^n^erer Salfen p^t jt(^ mit feinem un- 
tern unb Obern Snbe refp» gegen eine glatte ^origontale unb eine 
geneigte Sbene ; m\ä)t Äraft muß an bem untern Snbe be^ 33alfenö 
ttjirfen , bamit er nid^t fortgteitet? — . 

Stuf gäbe 107» ^mi fc()tt)ere materielle fünfte jtnb burc^ eine 
gewid^t^Iofe fiarre gerabe Sinie »erbunben unb »erben in dnt i)f>\)\e 
^albfugel gelegt; man foll i^re ©leici^gettjid^tölage, fo toie ben auf 
j?e ausgeübten SDrudC flnben» — 

aufgäbe 108» Sin f^joerer Satfen AB i<l um m (Beioinbe 
A in einer SSertifalebene bemeglid^ unb flü^t flc^ mit bem anbern 
Snbe gegen eine glatte 33ertifalel>ene; man foU ben SJrud auf baS 
®ett)inbe unb auf bie Sbene fhtben» — 

?tufgabe 109» Sin 33alfen bon gegebener Sauge unb gegebe* 
uem ®t\x>\dfU ftü^t fxä) mit bem «neu Snbe auf eine ^orijontatc unb 
mit itm anbern gegen eine ijertifale Sbene; man foU bie Äraft flu* 
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itn, miä)e erforberfidj) ifl, um bcn Salfen in Stu^c ju eti^^atten, fo 
me ben Drud auf jcbe 6bene» — 

Aufgabe 110» an jwei in bctfelben 'g^orijontale liegenben 
fcjlcn ^Punften >^, S ftnb jmet gaben ^C, jBCJF befcjÜgt, »oöon 
ber erjle in C einen JRing trägt, burd^ welchen ber jtt)eite ge^t, an 
beffen Snbe ein Qimd^t ^Ti^jangt; man foH bie ©leic^gewic^t^Iagc 
bed 9linge« finben» — 

2tufgabc lll» @ine gleid^formig \ä)mxt ©tange ge^t buri^ 
ein ßo(^ in einer Sertifalebene unb fiü^t jtd^ auf eine geneigte Sbene ; 
man foQ i^re ®IeidEigen)i(|t^Iage finben» — 

5(ufgabe 112» $Drei gleichförmig bitfe unb f(|tt>ere 33alfen 
AB, BC, CD öon ben refp. Sangen /, 2/, l jlnb in B unb C 
burd^ ®ett)inbe mit einanber i^erbunben unb rul^jen auf einer öollforn'» 
men i)oIirten Äugel i)on bem '^albmejfer 2/, fo i(k% bie aKitte E »on 
SC unb bie @nben A^ D mit i^r in 93eru^rung jinb; m(x^ foU 
jeigen: bag 

IT ~ 40 ^^^ »F ~ 100 

i^, t»o TF ba^ ®efammtgen)id)t ber 3 »alfen, ä ben SDrutf in A 
ober D unb ä' ben in JS7 auf bie iJugel bebeutet» — 

Slufgab« 113» S^^ei in einer SJertifalebene beflnbli(ä&e S3atten 
AC^ BDC fluten jiA mit it;ren obern Snben gegen einanber, XQ^^ 
renb i^re untern Snben auf einer glatten «g^orijoutatebene flehen, in* 
bem iC;r gortgleiten burd^ ein ©eil AD jberl^inbert »irb, tt)el(^e« in 
A unb einem ißunfte D t^on BC befejHgt ifl, SKan foH bie <S>'p^n^ 
nung biefc^ ©eiteö finben. ^ 

Slufgabe 114, ein S^Iinber fiü^t ft^ mit feiner ©runbflac^e 
gegen eine »ertifale ebene unb mirb in biefer Sage bur^ zm ©eil 
g^^aften, xot\6^tÄ m einem um bie Sauge h »on ber SJertifoIebene 
entfernten ißunfte ber frummen Dberjlad^e beffelben befejHgt ijl; man 
fon jeigen, ba§ A > h — ZatangQ unb Ä <ä fein mu§, »o 
2 b bie ^6l>e, a ben ^albmeffer unb & ben SBinf el bejeiiä^net, mli^m 
baa ®ei( mit ber aSerrtfale bübet. — 

3t uf gäbe 115» (Sin flac^e^ quabratif^eö »rett ru^et in einer 
«ertifalebene auf j»ei »otjen ; man foH bie ®Iei(^gemi(!|)t«age bejTeI:= 
ktt flnben, »enn bie (Reibung nii)t in »etracS^t gejogen »irb unb 
bie gegenfeitige entfernung ber Soljen ber l^alben Seite be« Quab* 

rate« gleid^ ijl. — 

11* 
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Slufgabe 116» SKait foH ixe ©Icid^gctoid^WIage einer gleich* 
förmig fc()tt)eren Stange finben, meldte fld^ mit bem obern 6nbe 
gegen eine t>ertifale ßbene mt> mit bem untern gegen bie innere 
%la^e einer ^o^Ien §albfugel fiu^t» — 

Slufgabe 117» 2)rei g{cirf;e Stangen flehen auf ben SBinfel* 
fpi^en eine« gleic^feitigen SDreiedfe« in einer raupen '^orijoutalebeue 
unb pü^en jic^ mit i^ren obern Snben blo« gegen einanber, worauf ein 
f(^tt)erer JRing über biefetben gelegt wirb, weld^er eben bewirft, baö 
bie Stangen gufammen jiürjen; man foll bie Soefflcienten ber Slei- 
bung ber Stangen unter jtd; unb mit ber ßbene flnben, — 

2tnfgabe 118, 6in fd&werer Körper liegt auf einer raul;en 
^orijontaleu Sbene, man foH bie ®rß§e unb 5Ri(|;tung ber flein^^ 
flen Äraft finben, weld^e benfelben in Bewegung »erfe^en fann, — 

2(ufgabe 119, !I)te JRefuItante unb bie Summe jweier 
Ärafte ifl gegeben, fo wie ber Söinfel, welchen eine berfelben mit 
ber 9?efultante mac[;t; man foH biefe Gräfte, fo wie ben SBinfel, 
we{(f;en i^re JRid^tun^en mit einanber bilben, flnben. — 

2lufgabe 120. Sine Seiter jle^t auf einer ^orijontafen unb 
lel^nt ^6) gegen eine J)ertifale Sbene; eö ifi bie Sänge berfelben, 
ber Ort i^re« Sc^^werpunfte«, fo wie ber Sleibung^coefficient für 
beibe ßbenen gegeben, unb man foll bie @renjgleid^gewi^t« = 
läge berfelben jluben, -— 

Aufgabe 121. Sin fc^were« 3)reietf ABC wirb bon brei 
gegebenen ©ewic^ten getragen, welche an gaben pngen, bie an ben 
fünften A, B^ C befefligt jinb unb burdb einen ber Sage nac^ 
gegebenen (Ring D ge^en; man foH bie Sangen AD, BD^ CD, 
fo wie bie SBinfel, weldb^ P^ »^it ^^"^ 93ertifale bilben, flnben. — 
{jl, wo 0, (p refp. bie Steigungen gegen \>txi ^orijont bejeicb«^«. — 

Slufgabe 122. diu gleic^f^enflige« JDreieci; beffen ebene 
üertifal ifi, fann fic^ um eine burdb feinen Sd^wer^junft gel^enbe 
|)orijontaIe 2lje bre^en, m ben ßnbpunften ber 33a jt« finb gwei 
gleid|)e ©ewi^teunb ^n ber Spije ifl ein Heinere« ®ewid^t auf== 
gegangen; man foH bie ©leid^gewid^tölagebefiimmen unb jug(ei(]b m- 
geben, ob ba« ©leid^gewid^tflabil, labil, ober inbifferent ifl. — 

Aufgabe 123. (Sine gleid^fflrmig fd^were Stange wirb in eine 
rau^e ^oble -^albfugel gelegt; vxm foH bie ®renjglei(3^gewid^t«Iagett 
ber Stange flnben. — 
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Stufgabe 124/ ßin red^tmnfltgc« SDreiedf ru^et in ^orijontrt* 
Ict Sage auf 3 ©tu^cn unter Den 3 Söüttdfpi^cn, n)ot>on jebc no4 
ein ®ett)i^t ijon 1 5Pfunb tragen fann» 3Wan foH ben 2^eU ber 
glati^e bcö SDretecfed BefHmmen, . in )a>d^tn ein ©emic^t t>on weniger 
ald 3 ^Pfunb gefieDt merben fann, o^ne ia^ baö ©leic^gemic^t ge:; 
fiM mirb. — 

21 uf gäbe 125. SBenn für 3 auf einen materiellen 5punft tt?ir* 
fenbe Ärafte P, Q, ä bie Summe ber \?irtueflen aWomente (§. 590 

P.p+ Q.q + R.r fietö = 

ifl, nadf^ ttjelc^er JWid^tung bk mhieUc Semegung bejfelben aud^ an- 
genommen ttjerben mag, ju ben)eifen : ba§ f\ä) P, (?, R ttjie bie ©ei^ 
ten einecJ 3)reiecfe^ uxbaUtn, ttjeld^e ju ben JRid^tungen t)on P, 0, ä 
^)arallel jtnb. — 

9lufgabe 126. (£in materieller 5punft toxxb ^on 4 in t)er* 
fd^i ebenen ßbenen liegenben Äraften im ®Ieic^gett)ic^te gehalten; 
man foH x\)xt ®x6%e befümmen, n)enn i^re diiä)tnno^m gegeben jinb. 

Slufgabe 127. SBenn mehrere Ärafte P^, P^, P3, ... in 
»erfd^iebenen (Sbenen auf benfelben materiellen ^unft n^irfen unb mit 
i^rer JRefuItante R bie SBinfel a^, «g, «3, bilben; fo ifi: 

Pi cosa^ + Pa cosofg + P3 cosa3 + .... 

ein üttajimum, ttjaö ju bereifen ifl. — 

9t uf gäbe 128. 9luf jmei geneigten Sbenen CD, CE galten 
gmei Äör))er, beren @c()tt)er^)unfte A, B burd) einen über C ge^en= 
ben gaben t^erbunben ftnb, einanber baö ®Ieid)gen)i(^t. 2Benn man 
nun burc() bie fünfte A^ B, C einen Ärei§ befc^reibt, fo bleiben 
bie beiben »Körper auc^ im @Ieid^gett)id^te , »enn man ben gaben über 
irgenb einen anbern ^ßunft biefed Äreifeö gef;en Ia§t, tt)ad beriefen 
werben foll. — 

31 uf gäbe 129. (Sex fci^merer Äegel rul^et auf feiner ©pi^e, 
inbem feine 2(je einen SBinfel a mit bem «^orijonte bilbet, »el^e 
®röge unb Sffid^tung mu§ bie fleinfle Äraft ^aben, n^elc^e am 2Kit= 
tetpunfte ber ®runbflad^e angebradfit , \>txi Äegel in biefer Sage 
erf)alt? — 

2(ufgabe 130. 6in Äegel ru^et auf ber Äante feiner Saji^, 
inbem feine 9lje einen SBinfel üon «^ mit ber ^orijontale bilbet; 
man fott bie JRid^tung unb ®roge ber fleinjlen (xn ber 6pi^e be^ 
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Äegete angcBrai^ten ftraft, todä^t benfeI6en in btefet fiaje et^at 
teit fann, tefiimmen» — 

SÄufgabe 131. emfegcIförmtgerS3aIfenflfi^t P(^ mit feiner ©pifte 
gegen eine »ertifale Sbene, »a^tenb an feiner 93ajid ein ©eil befefligt 
ijl, »eld^e^ über eine fefle JRoHe ge^t nnb txn gegebene« @ett>ic^t tragt. 
SKan foH bie ®leic|)gen)i(^t§Iage be§ Salfen« ftnben, fo »ie ben SDrncf 
gegen bie Sbene be|iimmen. — 

SJufgabe 132. 2lnf einer horizontalen (Sbene fie^t ein fcnf:» 
rechter ^^((i)i 'oon « guß Sänge unb tragt ha^ bidfere (£nbe eine^ 
abgeflumpften Äegefö i^on gegebener ®r56e unb Swbjianj, »a^renb 
fxä) ba« bunnere 6nbe be« le^tern auf bie ßbene fiu^t. aWan foll 
befümmen, xoie ji(3^ bec SJrutf auf ben 5Pfa^l M biefer Sage be« Äe^ 
gete gegen ben SDrutf »er^lt, xodäfct auf ben 5Pfa^I ausgeübt mxi, 
mm bie Slje beö Äegefö ^orijontal i% — 

Stuf gäbe 133. ßin abgefiumipfter Äegel üon gegebenen SDi= 
tnenftonen liegt mit bem bünnern Snbe auf einem fenfrec^tcn ^faf)Ie 

»on gegebener ßänge; tt>elä)t Steigung mu§ bie Slje bc« Äegetö gc? 

1 

gen ben «^orijont ^aben, bamit ber 35ru(f auf ben 5Pfa^l — be« 

@ett?i(^te« be« Äegefö betragt? — 

Aufgabe 134. ^xoei gleiche »alfen ÄC, BD Wunen fi^ 
in berfelben Sertifalebene um bie in berfelbeu «g^orijontale liegenben 
^punfte i, B bre^en, mal^reub i^re obern Snben C, D tmxä) ein 
©ei{ öerbunben jlnb, m\ä)c^ über eine in berfelben 33ertifalebene 
Kegenbe fejie JRoÖe ge^t. -SRan foD bie @leicf;gett>i(^t^Iage ber Sal* 
fen finben* — 

21 uf gäbe 135. 6in 23iertelfrei§ i)on gegebenem ®mx6)ie unb 
^albmeffet fann jlc^ um feinen fe|len aWittelpunft in berfelben S3er* 
tifalebene iu^m ; an bem einen 6nbe be« fireiöbogen« ifl eine ©d^nur 
befefligt, tt>eld^e ütfer eine ber Sage nac^ gegebene 9loIIe ge^t unb an 
i^rem anbern 6nbe ein ®tm&)t tragt, »)eU^e6 ben entfprec^enben 
«^albmeffer bed Duabranten I;orijontal ^dü; man fott ba« 93er« 
l^dltnig biefe« ©emic^te« gu bem beö Ciuabranten finben. — 

2Cufgabe 136. Sin ©eil öon gegebener Sauge ijl an ben 
©nbpunften ber 2(je eine« Äegefö \>on gegebener ®ro§e unb ®e* 
\»xS)t befefligt unb ge^t über einen gtatten fejlen SSotgen; man foH 
bie ®{ci(]()gen>i(ä&t«Iage be« ftegel«; fo tt>ie bie ©pannung be« ©ei» 
le« finben* — 
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9(ufga6e 169* ^tn®S)mtpmit eines Sogend itt Qä^xan- 
Centime 



y = Vfl' 



— dc* , Ä = wa, arccos 



ju flnbeit* 



o; 



dz 



na 



dx y/^a^ — ^a dx y/^] 



ra 



dC' 



f olgtt^ : 



-•=/• + ©■ + ©"--'«^^rT^-;Ä 



unb: 









xTä» — a?» 



Ja V^fl* — a; 



arc C08 



a 






dx 



a — X 



y = 






7="Lf 



arc CO« 



JT 



arc cos 



dx 



X 



/. 



a \^fl^ — 0?' IIa af 
= -S-« arc cos — • 



V^ö» — a?» 




Slufgab« 170. 2)en ©d^tt)er>- 
^)Mnft ö mi» SJreiede« ^ÄC gu 
Hube«. — 

Sluflofung* 3ut Sefiimmung 
be^ ©(^»etpunfte« einer glac^e F 
^at man Ut aQgemeinen Formeln: 



JP T JD 
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» ipa j ^ JT* dxdff - JT^ ix iy 



= /^^, =ii^ 



\ /y» Ar 



(«) 



bie 3ntegra(e jmfc^en ben gehörigen @rfn}fn ({enommeiu — 

Ober »enn X ben auf ber 3(;e ber x fenfceAten ^ur^fc^mtt 
ber %\h6it F unb y bie Drbinote feinet S^mer- ober SRtttelpunfted 
beget(|net, bie gormeln: 



F= jXdx, X =.< — ^ — > y = •' ^ 



W 



F " F 

tt>i> y' uitb IT buc^ X audgebrüA unb bie integrale in Sejug auf 
« 2n)ifc(^en ben gef^örigen ©cenjen genommen merben muffen. 

SBenbet man bie gormein {§) auf ba« SDreierf ABC an, inbem 
man ^Ä = Ä, C/l = Ä unb MN = X fe^t; fo ifl: 

X : X = 6 : &, 

folglich : 



X = 



bx 



unb: 



& b 



k bx 






dx, o; = 



/; T '■ 



dx 



|Ä 



=^ *ftÄ, 



= CF'= f Co; 

folgli^ au(5 CC? = f Cisr, 100 E offenbar bie aRitte oon ^fö iff. — 
2Jie lautet alfo ber hierin Kevjenbe ®a^? — 
©erfelbe ergibt fid^ aui) o^ne Sntegralrcd^nung* Denn benft 

man ft(^ ba^ Dreicdf y^BC parallel ju ber 
©eite AB in unenbfic^ f(i?male Elemente jer= 
legt, fo liegt ber ©^»erpimft eineö Jeben 
in feiner SWitte, unb folglich ber ©d&n>er= 
'puntt beö ganjen SDreiedfe« in ber 8inie CD, 
m\ii)t bie Seite AB ^atbirt. — 2)enft 
man ftc^ ebenfo ba« 2)reierf ABC paraKel 
gu ber (Seite AC jerlegt, fo ergibt ftd^ : ba§ 
fein ©^toerpunft in ber ^albirungölinie BE ber ©eite AC liegt 
golgli^ mu^ berfelbe im J)ur4>f^nitt^punÖe G oon CD unb BE 
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fielen» 3)a wun AD ^ \AB mi AE = \AC [^^ fo ijl 
DE II fiC; folglid? DE = i^(7; alfo au(^ DG = \CG , mit* 
^in CC? = I CO, ober ÄG^ = f ^JS?, »eil DJSG co BCG \% — 

2)a8 CG = % CD ober BG = ^ BE i% erteilet au(^ o^ne 
bie 2le^nli4>feit ber S)reiedfe, loenti man ji^ in ben brei SBinfeI= 
fpi^en-rf, jB, Cbe« SDreietfe« brei gleiche @e»i(^te W^ = w^—W^ 
angetrad^t benft, SDenn ber ©d^werpunft bon W^ unb W^ liegt aK- 
bann in D ; alfo ber üon FT^ , fl^, unb FTg in ber Sinie CD, 
ßbenfo ergibt [xä): ba§ er in ber Sinie BE liegt; folgftd^ mu§ er 
im !J)urd^f4initt«punfte G biefer beiben ßinlen liegen* 2)er Sd^wer* 
punft ber brei glei^^en ©emi^lte fallt alfo mit bem beö J)reie(fe« ABC 
jufammem gur bie Sage bed «rpern ijl aber offenbar CG =% CD 
unb jBG^ = I Ä^. 

Der ®^»er^unft eine« beliebigen Sietedeö ergibt fii^ ^iernacf» 
ebenfalls fe^r leii^t* — 




Stufgabe 171» S)en Oc^werpnnft ei 
ner ^parabelflad^e OPitf ju flnben. — 
SlufI5fung. S)ie ©leic^ung ber $a= 
• rabel fei: 



y» = 2/>^, 



foijl: 



unb: 



P = fy da; = y^ip/x^ dx = f ^V^ 2/;a?, 

@8 ifl bemna(!b* 



gur bie gla^e POP^ ijl offenbar: 

^ =s I ;r, y = 0. 

12 



178 

Stuf gäbe 172» S)cn ®d&tt>erpunft cmed Äre{^au8fd&nttte0 

ABC unb eine« ^xd^ah\ä)nitte^ ABDE 
ju finbcn. — 

Sluflöfutig 1. SKan fonn ftd^i ben 
Stu^fc^nitt ABC ate auö uneublic^ »ielcn 
SDrcicdfen befie^enb benfen, bercn ©pi^cn 
in C liegen unb bercn ®runblinien bie 
Glemente be« 33ogend AB jtnb — unb 
tt)enn man llt^ bie SKaffen biefer SDreietfe 
in i^ren ©^wetpuntten, »elci^e nadf) 9lu^ 
gäbe 167 in bem mit C^ — § CA \>u 
fc^riebenen Sogen A'D'B^ liegen, concen* 
tritt benft; fo i|l Mar: bag ber ® dbwerpunft 
be§ 9(u«fd^nitteö iöC mit bem be« ©ogen^ ^'D'B' ^ufammenfättt. — 
S5ejei^ncn alfo a, l, c refp» »ieber ben ^albmeflfer u4C, ben ©o^ 
gen ABB unb feine ©ebne AB, fo jtnb bie analogen ®rö§en für ben 
Slu«f^nitt CA'B' offenbar | «, f /, | c, unb folglid^ (3lufg. 160) : 




X 



2ac 



Seietdi^nen ferner F, JP', JP^ bie glad&en be« »uöfc^nitte^ .^ßC, 

be« SDreiedeö JBC unb be« 2tbfd^nitte§ JDBE unb x , /, x, bie 
Slbfciffen i^rer ©(^merpunfte, worin man jtcf^ ben glad^en F, F', F, 
pro^)ortionale ®e»i(f^te angebrad^t benfen mu§; fo ijl: 

F. ä = JR'^' + jP, ä^. 

gcrner i|l: 



(«) 



F = |a/, X = 



3/ 



unb: 



F' = |cÄ, ? = |Ä, 

ttjenn man CE =z h unb ^Ä = c fe^t; alfo': 

F^ = F — F' = ir«^ — ch). 

J)ie ÜÄomentengfei^ung (a) »irb fotglid^: 



^ fl^C =5 I cA* + I l^fl/ — chj X^i 



17t 



t^oxauS folgt: 



X, s= 



I' 



al — ch 
l 



4a* «I«® jr- 

»egen c = ia sin—, h =^ a cm—, — 

2« 2a 

SBenn ber Sogen / ein ^albfrei^ toixi, fo ifl / 
^\a^ mt> %h\6)nitt fallen jufammen, unD man ^at: 

4a 
3^ 



=^ na, ber 







Slnflofung 2. (Sa fei ^:^Ca? 
= a, fo t<l bie ©leid^ung ber geraben 
ßinie CJ offenbar: 

y =a tanga, a?, 

unb bie be« Äreidbogena ^DB: 
y* = a* — x\ 
gemer tjl Cß = a co«a, folgli^: 



/• * , /^ a co$a ^ 

/ jpy öo? = fa;}^a / a?* da? 






unb: 



a 

a eota 



X V ö* — x^. dXy 



/ y dx =s fang a ß 



a eoia 



X dx 






Va^'-'X^.dx. 



aeoia 



SSun tfl aber: 



tanga / x^ dx =s ^ a^ rina eoM^a, 

^9 



12 
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9lufI5fung. 3)te ®Uu 
dSiung i)cr g^cloibe in Sejic^uitfl 
auf btc tcd^twinfltgcn 2ljen Cx, 
^J» Qf ifl befanntlic^: 



y =i a. arcsinvera \- y/ z as 

a ■ 



X' 



xoo a im ^dfemcffcr be^ crjcugcnben Äreifc« bebeiitct. 9lu^ Mcfet 
Olei^^ung ergibt flc^ leidet: 

(2a — a?; dx A/2a — x , 



ds 



aWit^itt ijl: 



^ a? 



.^^ 



« 2 a V^2 a j: 



f a: V^ 2 ö JT 
2 \r %ax 



\ ^^ 



unb: 



/ j fy V — ^^ 
^ ~ « 2 V2~«x 



da; 



= y + 



^ X 

-[C2«-«>/-(2a/] 



8/ 



Stimmt man bie Sntegrale jiüifd^cn bcn ©rengen a? == 0, 
o; = 2a, fo er|)alt man für bie ßoorbinaten be« ©(j^werpitnfte« 
beö falben G^cloibenbogen^ ^C: 



2a - 



4a 



a? = -g » y =^ ita — -g-9 

unb für einen in Sejie^ung auf ben 5punft C f^mmetrifd^en 
Sogen MCM' ifl : 



X = ^ X, 
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Stuf gäbe 165» SDen ®d^mcr^)unft eine« »om <B^titd au« 
gejapcn ^Parabclbogen« gu flnben. 

Sluflflfung* 3)ie ®Ici4>uug in ^axaM fei: 

fo iil: 
unb: 

gerner : 

z=,fyf%ax + X». dx =Jyf(a + a?;»— «*. dx|«=a;+a| 
^=, f\fz^ — a*. da; 

= J js yfz*—a^ — J fl» Zog ^ä + Vz» — a^ + C 

- ^ fo^ r^ + 1 /^ + >^^ * + i p^; + c*» 

tt)o bie Sonfiante C fo bejKmmt »)erben mu§ , ba§ ba« Sntegral mit 
a? gugleic^ »erfd^ttjinbet, alfo C = ^ fog-^ tjl: 
Gnblid^ |)at man: 

tt)o C = ^ ;; ijt, »eil ba§ Sntegral mit x }jx^t\^ t)erf4>»itt* 
ben muft* — 

^(xii bem Sor^^ergel^enben laffen fiiäj^ nun 

- fx ds " fy da 

\t\äii angeben ♦ — 

aufgäbe 166. S)en ®d&»erpunft ber ©inufoibe: 
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y =s sinx^ (er) 

ijon ac = bi^ 0? = w }u flnbcn. 
«uflflfuitfl- 2lu« («) folflt: 

1^8 = V^l + cos^x dXy 

mithin ijl: 

y 8^x V^l + ccw^o;. da? 



3 /* ^ ••■ 

/ vi -|- CCW'tdP, 



dx 



9?un tjl aber: 
f^'sinxyri + co8''x.da=^ /2 + to-(V^2 + 1) 

unbt 

r /" "" V" 1 4 co»^ X. dx = yftj^ "" /l_iÄ/i»x. <te 







eine elliptifc^e gunction i^on \>m aWobuIu« co» \ n. 

aufgab e 167. Den ©c^tDerpunft eine«95oflfn« « ber Äetten- 
Jinit: 1 _y. 

a; = ^ c (^c« — e *^; 

gu tlnt)en. — 

StufUfung. ©^ tjl: 

— % cy " ex 

Stufgai« 168. 35cH (Sc^i»et^»UBtt cüiet Sc^feife bct So^. 
»«tnuUifcOett 8emni8cate: 

r* = «• co«20 

ju flnbett: 

Slufiafuitfl. SBenn bie «je bei ®4>Idfc jut 9lj« bet « uiib 
b« ftnoten jum «nfang^punfte genommen toitb; fo ftabet man: 

wo a bie Sänfle bet Stje nnb / bie be« fiatten <5<|Wfe»*oöew« 
iejeic^net — 
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aufgäbe 169, J)ett Qä^mtpmtt eine« »ogen« ber Qifymv 
Unlim 



y = V fl* — a;* , z =z na. arccos — 



X 

a 



gu flnbeit* 

StufUfuiifl. g« tjl: 

äy - — X dz 



na 



f olgtt^ : 



dx yfa^ _ ^a djF y^^a _ ^a ' 



-•=/'+ 61)' + (£)'■ - - " ^^nr^vifei 



unb: 



o^do; 



o; 



y = 



Ja \^ö» - 


x^ 


^ » dx 




Ja yfa^ - 

/ da; 

^ a 


x^ 


r X dx 



■ 

X 

arccoa — 
a 



a — X 



\r 



^x 

/ na. 



arccos 



X 



arccos 



dx 



X 



/. 



a V^fl^ — x^ na x 

= -„-• arc cos — • 

% . a 



dx 



V^ö» — X'* 




Slitfgabe 170, S)en <S6)mx^ 
ijutift G eine« SJret^de« ^ÄC gu 
fluben. — 

Sluflofung* 3ut Sefiimmung 
bcö ®(^ti>er))Uttfte« einer glac^e F 
^at man bie aSgemetnen Formeln: 
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= /3^<^» 



yy g; da? ,J /y* dar 



(«) 



bie 3tttcgra(e jwifd^cn bcn gcl^örigcu ©renken gcnommem — 

Dbcr »cnn X bcn auf bcr 2tjc bcr a? fcnfrc(^tcn SDurd^fc^nitt 
ber gla^e jP unb y Vit Drbinate feinet ©^mcr- ober SWittetpunfte^ 
bejcic^nct, bie goniicin: 



F=fXdx, x=.^—^ — , y== fi — 



(ß) 



»0 y' unb Jf bur(|^ a? au6gebrü(ft unb bie 3ntegra(e in Scjug auf 
X jwifc^en bcn gehörigen ©rcnjcn genommen »erben müffem 

SBenbet man bie gormein (ß) auf taö JDreietf u4BC an, inbem 
man AB = b, CD = h unb MiV = X fe^t; fo ifi: 

X : X =Ä i .• Ä, 

folglich : 






unb: 



A 5a: 



^-/.T 



dx, X = 



/. 



A b 



x^ dx 



ibh 



/ 



= |Ä 



=±= i bhy = CF= f CZ^; 

folglich aviä) CG = % CE, too E offenbar bie äKitte öon ^Ä ifi. — 
2Bie lautet alfo ber hierin liegenbe ®a^? — 
£)erfelbe ergibt ji^ aud^ ol^ne Sntegralred^nung. S)enn benft 

man [x6) baö SDreietf y4BC parallel ju ber 
(Seite JB in nnenbli(^ fd[)male Elemente ger- 
legt, fo liegt ber ®(^tt)erpimft eineö jeben 
in feiner SWitte, unb folglid^ ber ®(^n)er= 
^)unft be6 ganjen SDreietfeö in ber Sinie CD, 
ml6)t bie Seite AB ^albirt — SDenft 
man jlc^ ebenfo baö SDreiedE ABC parattel 
ju ber Seite AC jerlegt, fo ergibt jtd^ : ia^ 

fein ®(^tt)erpunft in ber «^albirungölinie BE ber <S>t\tt AC liegt. 

golglic^ muß berfelbe im 2)ur(^f(^nitt$punÖe G oon CD unb ÄÄ 
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ßegett. 2)a mn AD = \AB unf AE ^ \AC iji^ fo ifl 
DE II äC; folfllit^ />i^ = i^C; alfo auc^ DG = ICG, mit- 
^in CG^ = I CD, ober Ä6? = f ÄiS?, meil DEG co BCG \% — 

SDa§ CG = 1 CD ober BG ^ % BE \% erhellet au(3^ o^ne 
Me Sle^nli^feit bei SDreietfc, »enn man jtc^ in bcn brei SBmfcI:^ 
friften .r^, J?, Cbe« 2)reie(!eö brci gleite ©etoic^te ll\ = IF^ = TTg 
angebradjit benft 2)enn ber ©d^wcrpunft öon TFi unb WTg liegt atö= 
bann in I> ; a(fo ber öon JT^ , W^ unb ^Tg in ber Sinie CD. 
ßbenfo ergibt jtd[i: \>0i^ er in ber Sinie BE liegt; folglich mug er 
im !I)ur(!^f(!^tt{ttöpunfte G biefer beiben ßinien liegen* SDer ©d^wers 
^)unft ber brei gleiten ©emid^te fallt alfo mit Itm be^ SDreiedfe^ ABC 
jufammen* gur bie Sage beö erjiern ifl aber offenbar CG =^ CD 
unb BG = I BE. 

!Der ®(!^n)er<)unft eineö beliebigen JBieletfe« ergibt fxä) ^iernad^ 
ebenfalls fe^r leicht» — 




aufgäbe 171» SDen ©c^toer^junft et 
ner ^parabelflac^e OPilf p flnbem — 

auflöfung. 2)ie ©leid^ung ber 5pa= 
rabel fei: 



y' 



%px^ 



foijl: 



unb: 



F z=z fydx=^ yf %p J x^ dx = f xyf 2fx^ 
fyxdx^=z yf'%pjx ^ dx =^\ x^ yf %px^ 

\fy^dx= pfx äx=\ px\ 
d^ ijl bemnad^: 



X 



i x^ y/^ %px ' ^ ,.^ 



I X yf tpx 

gut We Pc^e POF' ijl offenbar: 

•a' = I «p» y == 0. 

12 
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SlttfgaBe 172» SDen ®($tt)erpunft cme« Ärrf^auJfd^nttte« 

ABC unb eined Ätct«abf(S(^nitteö ^äÄD^ 
ju fiubcn^ — 

auflöfung 1» Ttm hm jl^ ben 
Stu«fc()nitt ABC atö au^ uncnblicf) meleit 
SDrctcrfen befic^cnb benfeit, bercn ©pt^cn 
in C liegen unb beren ®runb(inien bie 
Elemente bea Sogen« AB jtnb — nnb 
»enn man {li$ bie SWaifen biefer SDreietfe 
in i^ren ©^»erpunften, »etc^e nad) Sluf* 
gäbe 167 in bem mit C^ = § C^ be^ 
fd^rlebenen Bogen A'D'B' liegen, concen* 
trirt benft; fo x\l tlcix: ba§ ber (SAwetpunft 
be§ Sluöfc^nitte« ißC mit bem be« Sogen« ii'D'ß' jufammenfaHt. — 
SSejeii^nen alfo a, l^ c refp» tt)iebet ben ^albmejfer -4C, ben ©o^ 
gen iDß unb feine ©ebne AB, fo pnb bie analogen ®rö§en fut ben 
3[u«f(!^nitt CA'B' offenbar | «, f /, | c, unb folgtt^ («ufg. 160): 




X 



2ac 
3/ 



Sejei(f)nen ferner F, F', F, bie g(ad{ien be« 2(u«f^nitte« ißC, 

be« SDreiedfe« JBC unb beö 2lbf(!^nitte« JDBE unb x , x", x, bie 
Slbfciifen i^rer ©djiwerpunfte, »orin man fiä) ben glacf^en F, F\ F, 
^)roportionaIe ®en>icbte angebrad[it benfen mu§; fo ifl: 



gcrner ip: 



F.x — F/x + F^ X,. 



F =z lalj X = -— ♦ 



(«) 



unb: 



F' — ich, x' = |A, 

tt)enn man CE == h unb ^iff = c fe^t; alfo: 
JDie aWomentengfeid^nng (a) toirb fotgti^: 



I a3c = ^ cÄ» + i i^a/ — cA; 0?, , 



X. == 



8 
"5 



17t 

tt>oraitd folgt: 

al — ch 

2g 

3(l^astn—l 

a ^ 

»egen c == 2« «Vi— ^ A =r n co»— , — 

SBenn ber Sogen / ein ^albfreiö tt)irb, fo ifl / = »ra, ber 
Stuö:^ unb Slbf^nitt fatten gufammen, unb man m: 

4a 
Stt 



o; == a;, = j^— 




2(ufI5fung 2. ®^ fei ^Üui/Ca? 
= «, fo ifl bie ©leic^ung ber geraben 
fitnie CJ offenbar: 

y =a ianga. a?, 

unb bie be« Är«iöbogen^ JDB: 

y> = a* — a:^ 

gemer ifl Cß = a co«a, folglich: 



xy dx :=. tanga / a?* dx 






X Va» — X». du?, 



unb: 



a eo«« 



yy da; = fang a ß 



o eo«a 



o; <Lr 






V"a* — X». die. 



acotce 



9{un iß aber: 



a cMff 



tanga f a?« de = ^ «3 ^-„^ cc»*a, 

12 
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/x yfa»—x* (te = _ » C«» _ x»)\. folgfi^: 



y'^ a 
a;y da; = l a^ sma. 
o 



gemer ifl: 



ianga / 



a eo9a 



x dx = \ a^ ma casa. 



f. 



\fa^ — x^. da: 



a eosa 



MflKc^ : 



= — 4 a* sina casa + j^ a^a 
= i a* /"« — sma cosa); 



a 

a eo9a 



/^ ydx = i a^ 
A 



(X, 



iinb cMx^: 



X 



^ a^ sma sina 

^ -— — "fr O» ' 



%üt ben ©(^ttetpunft be^ 2l6f(^nttte3 iDß l^at man offenbar: 



* \ a* (a — «wia co«a^ 



3 /v 

V «• 



^»a 



a — sma eosa 



9luft6fung 3« 3Ran fann oft au$ ^olatcoorbtnaten 
mit JBortficU anmenben, ju xotM^m. ^xotdt man r co«ö für x, 
r sin für y unb r dr für dx dy fe^en mug , wenn ber 9labiu«= 

üector iP = r unb zl a? iP = gefegt 
wirb* — S)enn bie ©eiten beö glad&enelemen- 
te6 bei P jinb offenbar A- unb rdQ\ foIgIi4> 
fein Slu^brudt rdrdQ, 2>ie allgemeinen. Slu^- 

brudte für x, y jlnb bafier wegen a? .== rco# 0^ 
y =: r «t» in 5poIarcoorbinaten : 
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- _ ff r» cos Q dr dQ -_#''* «w © dr dB 
"~ Jfrdrdß ' ^~^ JJr dr dQ '' .^ 

jÄtfdE^en beii gehörigen ©renjen genommen. — 

SBenbet man btefe allgemeinen Stn^brürfe anf ben iSretgau^fd^nitt 
JBC (gig. anf ®. 179) an, inbem man AP = r nnb /ilPCx^e 
feftt ; fo |>öt man : 

r^ cos Q dr dQ 



/ / 

— ^ — a ^ 



X 



r dQ dr 



/ / 



\ a^ f cosßdQ 



^ — a 



dQ 



Diex mm man bte hop^fätt Integration in umgefe^rtet 9leiffen= 
folge tjerric^tet: 



/ r^cosQdrdQ isina / r^ dr 
o -^ — a -^ o 

/ rdrdQ ^^ / ^^^ 

» = — ^-—— = ^ a. • 

2a. i«» ^ a 



iD09 er 



gut beniSreiöabf(|nittu«>Ä:(>at man, wenn C^=r=a — ^ 
gefegt tt)itb : 



r + « r « ^jj coßß drdQ 
J ^ a J r 






r dr d0 



j j. 

*/ .— et ^ r 



JHun ifl aber : 






1« 

f * r» eote de A- = i (a* — r») eoae de 
+ « 



f-:'i> 



cmBdB dr 










= i «» 




(cosG 




(de 




= ia» 


r«OT0 - 


- co9^a 


tan^e^ 




a 


= i«» 


(sma — 


ca»^a una) 






= 1 a» 


mn^ a. 











gernet tfi: 

/ •*■" f^rdGdr 

= 4«» r© — eos^ff^ofi^©] ^^ + « 

= fl* ^o — ^a cosaji 

unb enbU(ff: 



jPji = f fl. 



a — sma cosa 



Sufidfung 4* 9Ran fann au^ guecfl ben SBert)^ ^on jt^ 
fttc(;en, inbem man bte ®Ui^m%: 

be8 auf ben @nb^)unft etnca S)ur4imeffetö bejogenen Äteife« gu 
(Brunbe legt. SU^bann ifl : 



188 



/ s yf^ax — x'^. dx J 



J yf %ax — x*. 



dx 



f. 



OB Z ax^ — X» 
yTZax — x^ 
so %ax — x'* 



«^ o V^ 2 ax — JT* 

welche 3« tegralc fi(^ leicht mij bei* bcfanittcn gormel: 



dx 



dx 



I 



X 



x^dx 



jr"- 1 yfZax — X' 



o yfiax^x'^ 



+ 



2« — 1 



n 

x»— * dx 



n 



/» x^—^dx 
yf Zax — JT* 



flnben lajfcn* — 

Slufgabe 173» SDen ©^tt)er<)unft eine« Beliebigen ©tntfea 

OCWf ber glac^e einer gttipfe ju flnben. — 
Stnflöfung. SBenn man bie beiben con» 
jngirten Dnt(^meifer JB, CD ju ben Sljen 
unb ben SRittelpunft jum Sinfangöpunftc ber 
ßoorbinaten nimmt; fo ifi bie ®Iei(|;ung ber 
eaipfe: 

1^' = ^ r«» — a?V, 

WO O-^ = 05 = a nnb OC ^ OD = b gefegt ifl; folgli^: 




f xy dx =s — f x\f a^ — x^. dx 



— i — \rrö*-x»;s 



f ff dx = — y* y/^a * — X*. c/j? 

h r > fl* ^1 

= — I J -^ V ö* ~ ••^'* + T ^'*^**'' — I' 

wo Feine Sonjlanten l^inju^nfugen ftnb, toeil bie Sntegrale mit a; 
jngleid^ i)erfdbx»inben müjTen* — 
' e« ip alfo: 



184 



1 

H 



yf{a^ — x^)^ 



}'A 



\ X yf a"^ — Jf* + -s- orc9in — 



s 
a 



» = 4.- 



ö*aj — J ^® 



a 



a 



\ x\fa^ — ÄD^ + -^arcsm- 



güt ben ®4>wetl)unft ber gläc^e OCÄ ergibt p^ ^ierau«: 

- 4fl - 46 



OTT OJT 



unb für ben öon CSÖ: 




21 uf gäbe 174. 2)en ©d^wer^junft ber 
gla^e JpBPivi flnben, tüeld^e but(S^ bie ©e^ne 
JB beö elliptifc^ett Duabranten cibgefcf^nttten 
* mrb* — 

2tuf löfung. ßö fei C^ = a, CB = b, 

CM =x, PM=: y, pM = y'; fo ifl bie 

®Iei4>ung ber ©flipfe unb ber Se^nt ApB refp. : 

3^^ = y (^«a ^ X»;, y' = ^(a-s). 



gemer ifl: 

J xdsdy = J (y ^ y)x 



dx 



= — / [yTa^ — jr'^ — Ca — jr^] x ds 



A7 = a 
o 



unb: 



= ia« Ä 



o *^ y ^ o 

~ a J ^ 



[V^a' -- 0?» — fö — jr^] das 



= — ri ^ö* — i «V = i /"w •— 2; ö^; 
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fotgfidO : 






@benfo etgibt fi^: 



S' = 



a . 

^TT — 2 




aiufgate 175. 5)cn S^tDCtpunft 

auflöfung. S)ie ®Iet(^ung biefet 
Surüe ijl: 



a; 



y 



tt)o JC = a flefe^t ijl. ©« iji «Ifo: 



o; 



f X y dx 

"" fy dx ~ 



/ 






c^j; 



/ 



■/■ 



x 



d 



V^ a — X 



dx 



aber: 



r V ^^ ^ = - 



= -- 2 V"lF(a — i) 



+ 5 /v^jr3 ^flf -- j.^ rfj.^. 



f oIflI{(fi : 



/ 



« / 



xTT^ 



1^ 



= 5 /" ** V* jT^Ca — J7^ 



ifjr 



=5«/ "-.yC^^dx-öf " V"^' 



dx 



« '^ x^ 
\^ a — X 
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Aufgabe 176. I)en ®4}wcr= 

pmtt einer c^Ioibifcbcn glad^c 

CPM ju finben. 

N^. Sluflöfung. eöfetO'J»f=a, 

CP= 0? unb MP=y^ ^ COM 

== y ; f^ ^ffttl^ ^te ® (eic^ungen bet 
S^clotbe : 

s =s a (1 — C08(p)^ y = a ((p -^ sinq)); 

folglich: 

F = /yds=^sy'-'fsdy = xy-^a» fsin^q) d<p 

= ocy — i a^ (q> — i 8in2 <p). 

ferner ijl: 

aber: 

f ysdy = a^ f («p. + «'71 g)) «iv,«<p dcp 

= a^ f q) sin^q) d(p + a^ f sin^ q> dq>, 

unb : 

/ 9 8in^q> (I9 == ^ <)p« _ 1 irmg) /^«p cosy — ^ «i«<p;, 
/ «iw« 9 d(3P = 1 — co5g) — ^ ^1 _ coä3 q,J. . 

©eftt man nun für bie ^Potenjen 'oon sinqf unb cos<p bie «1«. 
unb C08. bei aSielfad^en \>on q>, fo ergtbt jld^: 

/ sy dy 

== a» [i cp r<p — »iVi2q5; + 4J — t cosq) — ^ co«2<p 

' + T*» CO« 3 g)]. 

9lac^ ben »ot^ergc^cnben auShßtfen (offen f!c^ nun bie tton 

JT unb y Iei($t' btlben* 

gür bie ^albe e^cloibenflä^^e JCB ifl: 

9 = 71, x=zZaj y ^ an, F=%a^n; 
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foW: 



— - — ,m 16 V «TT 



wnb für bie ganje gla(!()e ^C^ tfl: 

-^ == i«» y = 0. 

Aufgabe 177. S)cn ®d{>ti)cr^)unft ber gtö(S(^e ju flnben, »eld&e 
t^on bem Sogen einet fiatbfubif^en ^arabel: 

unb ber boppelten Drbinate berfclben emgef^Ioffen wirb. — 
«ufUfnng. 63 tjl: 

s 

aufgäbe 178, Den ©c^wctpunft ber üon bet 6urt)e: 

V* = ^ • — z — 

etngef(fiIoffenen gläd^e ju flnben* — 
9lufl5fung» 6« i^: 



X 



\a. 



Stuf gäbe 179* 2>en ®d^tt)er^)unft bet gI5(3(>e einet ©(pfeife 
bet Semniücate: 

JU flnben» — 

auflöfung. e« t|l: _ 

VTtt 



o; 



8 



a. 




9lufgabe 180. J)en Sd^mer* 
l)unft ber glä^e PJIfiVe ju fln^ 
ben, tt)cnn iS-r^F eine ^^perbel 
tjl, bereu 3[f9nH)toten Cx^ Cy 
bie ßoorbinatenajen jlnb. 

Sluflöfung. ®ö feien a, h 
bie ^atben Stjen ber "^^perbel, 
CAf=ö'unbCiV=a";foift: 
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a — a 



loga' -7- hgä 



i - , ß* + 6« 

z — ' y == -ff- — ?""?? — • "I 



a — a 



loga' — l^a 




aufgäbe 181. SDenS^toer^ 
Ji ^)unft ber gla(!^e PMJNq ju flnbcn, 
»enn -^4^ eine ^Parabel ifl, welche 
bur^ bie ®(et^ung: 



^n'-^Xy —, j,B 



auögcbrudtt xciiit. — 
auflöfung. e« fei AM = a\ AIS = d\ fo ijl: 



m 



w + 1 a 



»^+8 /»'■ +2 



- w + 2 a"» + » — 
« + 1 



7 



B-f d 






2 (2w + i; fl 



B— 1 



It 



n t 1 



B+l 



Stuf gäbe 182. S)cn ©(^»erpunft bet glätte bcr ©inufoibe: 

öon jp = biö jr = TT gu flnbcn. — 
«tiflöfung. m ifl: 

J? t=: ^ TT, y = I TT. 

aufgäbe 183. S)en ©d^werpunft ber gtö^e git flttben, 
»eldf^e gn)if(!^en bet geraben Sinie y =.ßä: unb bet ^Parabel y^ 
= 2pj? liegt — 

aufJöfung. e« ifl: 



4/1 . - 



Z 

/» 



aufgäbe 184. S)en ®(f)tt)etpunft ber glad&e gu flnben, 
welche »on einet butc^ ben 35tenn^)unft bet ^patabet y^ = 2px gel^en-- 
ben unb gegen bie aje untet bem SBinfel geneigten ©e^ne ab= 
gefc^nitten »itb. — 

aufltffung. e« ifl: 

^ =^ (3 + 8 co^g*©;, y =p co^ffÖ. 

aufgäbe 185. ©en <Biftotx)^mlt bet Oberfläche einet 
j(ugeIgone gu finben. 



18» 

3(uf(6fung. S)te 5htge(o(erfIä(fie fann ald but(| Umbre« 
l^uttg emeö '^albfreifeö um feinen S>wrc^meffet entjlanben gebaut 
»erben» gut t>a^ Qiemtnt dJ einer beliebigen Stotation^pdf^e 
fiat man aber befanntU^ : 



tt>enn bie {Rotatton^aje jur SCje ber x genommen wirb, — 
gofgtic^ ijl: 



— fxdA 



X 



Jjc_dA _ fxyd8 _ J " y \dxj 



f dJ[ A fy da 



9lun fei bie ©lei^iung be^ erjeugenben ^albfreife« : 



y = yf %ax — ä;*, ^ 

fo {jl: 

rfi, _ -—======dXi 

^ yf%ax — x'^ 

folglit^ : 
alfo: 

g ds =s a dx, 

unb mithin: 

/^rf« /ölte ^ 

aufgäbe 186. S)en @d^n)er^)Uttft ber Dberfta^e eine^ 
geraben Äegelö ju. flnben. — 

äufläfung» S^ fei & bie $öbe unb r ber ^albmeffer ber 
@runbf[äd^e bed JEegeld; fo iß: bie ®Iei(^ung ber feine Dberffad^e 
erjeugenben geraben ßinie: 



h -^^ 



/ 



IM 

1 + W <to, 



rf»= y/ 



r« 



itnb: 






Slufgate 187. iDcn ®c()»»et^Mmft bet »ort einem c^cloibtf^en 
Sogen CM (gtg. auf 6. 172.) um bie 9t je Cx erjeugten Dbetfläi^e 
ju jlnben. — 

Slufiafung. 5«a(^ Slufg. 164 t|l: 



fyd8=fy -^ ^ = ^^Za/!^^' 

= 2y V^— 2/ V"ir "^ das 



== 2^ V' iT — 2/ \A2a — X. da 

= 2y >/':^+ % (Za — x)i — % (2a)i. 

fxy ds^=fy xy — dx = yfta Jy^fx dx, 

X 

fy^xdx=%yX'/'x — %fx -/x dy 

= %yx^x ^ ^fx^xy-^^^ dx 

%y X ^x — \S ^ V^2a — x, dx, 
fx /%a^xdx=—lx(%a—x)^ — lf(%a — x)i dx, 
f(%a ^x)^ AT = - I (2a -x)i + | (2«;*, 

tttü fawimfltc^ antcgrde mit x jiigleti^ »erfc^winben miffen, — 

fxyd8 = % y/fa y x '/x — ^ v^ ^ C^a — o;/ 

+ Ä V2^C2a - ^JT _ ,a^ (2a)^ 
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unb: 

fgd$==2 yfüs •/"« + 4 ^/ü(%a-x:^ - i (2a)* , 
xoom^ {td^ ber ^(udbrnd für: 

- __ fxyds 

leidjyt bilben lagt. — 

SBenn bec erjeugenbe Sogen CM ber treiben Q^^doibe C^ glet$ 
toirb ; fo ijl a: = 2ö unb y =z na; ^ol^lii) : 

SBenn j!^ ber Spcloibenbogen Ciüf um bie Slje Qf bre^et, fo ifl 

^ fxda 

9lun ifl aber: 



=5 i ^ /2aa;, 

fo bag alfo ber SBert^ oon y befannt ifi^ toeÜ ber SBert^ \>^Xi 
fxyd8 offenbar berfelbe bleibt, wie öor^in., — 

SBenn ber ^^^tn CM ber falben ß^cloibe CA gleich »irb, 
foifl: 

y — ß (n — t\;. 

Stufgabe 188. Den ©(^»erpunft ber burd^ eine ®(|Ieife ber 
2emnidcate r» = ö» coatB erjeugten Dberfldd^e ju flnben. — 
9lu fI5f ung. aWan flnbet: 



öl — >/'co«*20 

^ SS- • X u— • 

6 1 — cosQ 



Aufgabe 189. Den ©c^werpunft ber Dberfiac^i^ eine« JRo* 
tationdparaboloibe« gu flnben» — 

StuflJfung. Die Sntfernung biefe« S^werpunfte« öon ber 
ölic^tHnie ijl glei^: 



m 

_£--• — 1 • 

10 3© 1 

»ec®-s 1 

Stufgabe 190* 35en ©c^werpunft eine« ©tutfe« ber Dber=^ 
p^ie be« ftegete: 

»et4ie« iwtf^^e« beii ebenen ^ = 0, a; = a, y = 0, z = 

tteftt, iu flnben, — 

StufUfung. (gd ifl J = I a, ^f == « = 4- ^• 

aufgäbe 191. S)en ©(^»erpunft be« a^ten Z^eM bet 
^getoberPac^e ju flnben. — 

auf 15 fünft* 9tud bet ©let^iung ber Äugeloberfiacfee : 

^* + S* + »* = ö' 

fotfit: ' 

unb mithin tjl: 



i\ 



/a r y x dx dy 

/a r y' da; dy 
J V«» -x'-y» 



/a jr 
o 2 



-ST- dx 



a 



ebenfo flnbet man: 



19S 



- - II 




Aufgabe 192. SDen Säftoex-^ 
j punft eine« fp^ärifc^eu 2)reietfe« 
T* ilÄC ju finben, — 
y 9luflßfung. 6« tjl allgemem 

für eine beliebige Oberfläche: 

V/ y/ ' + O' + (I) ' -^ ^ ' 
- //» ^' + (£)• + (I)' - ^ 
' ff y/ ' + (!)• H- (^)' ^^ % * 

-_ y/Vi+(£)-t(i)-..^ 

unb n>enn 

j-a ^ ^a ^ 4» _ ^a 

bie ©leid^nng ber ^cjeloberflad^e ifi; fo iji: 
folglich : 

ff ds dy 



Z =:s: r. 



!Der Stenner biefe« auöbrutfe« ijl offenbar bie glac^e be« be^ 
txaä)teten © tütf ed ber Äugeloberflac^e , unb ber ^^Ux ifl bie %lci(!^e 
ber {projeftion biefe« ©turfed auf bie ßbene ber a;y, fo ba§ alfo 
aQgemein ber 9bßanb bed ®^tt)er))unrted eined beliebigen @tu(fe9 
ber jSugeloberflad^e oon ber@bene eined größten ^reife^ bie )oterte 
proportionale jmifc^en ber ^(ac^e biefed (St&it^, ber feiner ^ro- 
jeftion auf biefe Sbene unb bem «^albmeffer ber Äuget ijl. — 

13 



IM 

fwm miM Z^r Z^, Z^ TW- He Vbfünbt ^f* S^wcr- 
fwau§ it^ ff barifcftm Xtrirtfed ^^«7 90m bot dbeutu BOC, AOC, 
AOB, F \\t gß±f \^ Xididt§ uat F" Üt fem« frqrftbm osf 
Hf 0toie BOC; fo t^ na^ ^fot l^üi^m Sefagt» : 



^=5r. 



«n^ ^fimiitlu^: 



irr* 



^^^ iio ^^^ + * "*■ ^ ~ '*^^- 

Se^ri^inat ffrntr n, &, r bie ben Smfdii ^, B. C bcd 
eife^ ABC xtip. gfgtnuBfr liejenben @dtnt bfff^cn; fo i|^: 

jr = glac^e iWC — gia^^e >^0A ca$B — gla(^ ^#0C cwC 

= ggQ- r« — c.cosB — b. cosCj, 

„ - a — i. ro»C — f. cm£ 

^a = i r. 

Sftenfo fiiiM »an: 

^• = \^' ^+ ^ + C— 180 

9Benti A, At A bie 9(bßanbe bed ©^»er^nntted be^ fpbä^ 
rif(^fn 2)retecfe$ ABC i>on ben Ebenen ber brei auf ben ^olbmeffem 
OA, OB, OC fenfredSften größten «rrife irnb 1?., F^, F^ bie 
^rojeftionen i^cn F auf biefe Ebenen bejetc^nen; fo laffen {!($ für 
A, A, A fe^r elegante auabrütfe finben. — 

3nna(^fl ip: 

getnet finb bie ^roieftionen be« fp^drif^en 35reie<fed ABC 
unb bed (Seftord BOC auf ben grosten ßreid, beffen Sbene auf 
OA fenfred^ft ift, offenbat ibenttf(^* 3icf^t man atfo ben ä)i>geH >^« 
fenfre^it auf BC, fo iji: 



-< + ^ + 


C 


a. 


180 
cosC 


>< + ^ + 
c — a. cotB 


C 


h. 


180 ' 
cotA 
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F. = gl5($e t>a ©eftot« BOa cot(^ — —) 



TT 



TT 



360 «'"«'» ^ — ^60 



ar^sinB sine. 



e« tfl aber: 



7tr 



P==^ (^ + s + c - i8o;. 



MflH^: 



unb e(enfo: 



180 



D, == 4 r. 



a rinB. sine 



A 


Jf B ■\- C — 180 




h sinC. »ina 


A 


+ S + C — IdO 




c sinA sinb. 



a, 8hiB am c 



> z 



r. 



D, = Ir. 
D, == hr. ^ ^ ß ^ c _ Y^ 

SKan fann ben ©d^werpunft be« fp^arifd^en S)reic(fe« ABC auc^ 

burd^ brci red^^twinfUge Soorbinaten x, y, z beflimmen. — 3u 
bem 3tt)e(fe nc^me man bte Gbenc bcr Seite c jur 6bene ber xy uub 
ben ^albmejfer OA gur 9lje ber o;; fo ifl nac^ bem SSor^erge^en^ 
ben fofort: 

c^—b.cosA — a. C08 B 
^ + B + C-^ 180* 

gerner treffe ber größte ÄErei«, 
ti)ojn ber Sogen BC gehört, bie 
@bene ber a;z in bem {ßunfte D, 
unb man »erbinbe yi, B burd^ et« 
nen Sogen eined größten Äreifed; 
fo ijl bie {ßroieftion be« Dreietfcd 
ABC anf bie Sbcne ber xz offen* 
bar gleid^ ber J)iffetenj ber {(Jro* 
ieftionen ber 2ln^f4)nitte AOC, BOG 
auf biefelbe 6bene , alfo glet^ : 



'^"^''•^ + 2?+ C— 180 




n 



r^b €08 CAD — 



n 



r*a. coaD 



180 ' ^"^ 180 

=: -T^rr (* «1»^ — a sinB cosCj 

13* 
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unb mithin: 

— b sbiA — a sinB cose 

* ~ ^ ^ + JS + C — 180 * 

Slufgabe 193. SWan foll bcit geometrtf^en Ort bcr 
®c|tt)erputtftc aller uf»cr ber ©e^nc cfne^ Äreiöabfc^mtteö beft^ricbenen 
SDreiccfc flnben. — 

Slufgabc 194. 2)en geomctrifdSien Ort ber ©ci^ttjerpunfte aller 
S)reiecfe ju flnben, n^etc^e einerlei glad^enin^alt, biefelbe ©pt^e unb 
benfelben SBinfel an ber ©pi^e l;aben. — 

2luf gäbe 195. SDen ©^tt)er^)unft ber bret Duabrate über 
ben brei ©eiten eineö reci^twiiiHigen 2)reiecfeö ju flnben. — 

Slufgabe 196. ^mi gletd^fd^enflige SDreiecfe »on ben 
$5^en Ä, h flehen auf berfelbeu ©eite berfelben 33aji^; man foH 
ben ©^ttjerpunft ber gtt)if(5&en ben gleici^en ©eiten liegenben %ih 
ä)m fiuben. — 

Stuf gäbe 197. SKan foH jeigen: ba§ ber ©c^tt)erpunft breier 
®ett)id^te: a. (w — a)», b. (w — /S;», c. (w y y;», »0 w einen 
beliebigen 2Bertl; ^aben fann, in einer ßinie jweiter Drbnung liegt, 
woran bie bie ©cj^werpunfte ber brei ®tm6)tt »erbinbenben geraben 
Sinien Sangenten jtnb. — 

Stuf gäbe 198. SBenn W ©eiten eine« S)reie(feö ber (Rei^e 
mi^ in bemfetben a3er^attni§ get^eitt »erben, fo l^at ba^ »on ben 
S3erbinbungölinien ber 2:^eitung$^)unfte gebilbete S)reiedf benfelben 
©tä^ttjerpunft, »ie ba$ urfprüngtid^e 3)reie(f, n^aö bettiefen wer^ 
ben foK. — 

Slufgabe 199. SBetd&e gorm mu§ ein S)reie(f ^aben, bamit 
ber ÜRittel^)unft be^ eingefd^riebenen Äreifeö fein ©cj^merpunft ijl? — 

Slufgabe 200. 2)en ©d^merpunft einer ißpramibe ju flnben. 

Sluflöfung. 3)enft man jld^ bie iß^ramibe parallel ju ber 
@runbfldc|e b in unenbli(j^ inele unenblici^ bunne ©c^ic^ten jertfieilt, 
fo ifl einleu4)tenb, bag ber ©c^werpunft ber ^p^ramibe auf ber ge^ 
raben ßinie liegt, meldte u\x ber ©^)i^e naä) bem ©(^n>er^)uttfte 
ber ©runbpac^e ge^t. — @d begeid^ne X einen auf ber ^ß^e h in 
ber Entfernung a: oon ber ©pi^e ber 5p^ramibe fenfred^ten SJurd^' 
fd^nitt berfelben, fo ^at man: 

X:b =: x« .«Ä«, 

folglid^ : 



JT = 
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• f 

- [IJ X dx dy dx f x de ^ » 



s X dx 



^fjjdxdydi fdü rh 



X dx 
h 



/. 



j x^ dx 



4A* 



^ O 



^ -=-Tp- = |A, alfo au(^ = f/. 



* dx ^ 



»0 / bie i&a%t bet un ber ©pi^e na^ bem ©d^iüerpunftc ber 
©runbpad^e ber ^^tamibe ge^cnbcn gcrabcn ßinie bejeic^net, n^orauf 
il genommen »erben mu§. — 

gür bte breifei ttge 5p^ramibe ergibt jtc^ biefed Siefultat wnmittel* 
bar, wenn man jlt^ an ben t)ier Scfen berfelben üier gleiti^e ®emS)tt 
W^ = W^ = W^ = W^ angebra(f)t benft (t^ergL Slufg. 167). 

S)affelbe Mefultat gilt offenbar anc^ für ben Äegel — 

Slnfgabe 201. !Den ©d^werpunft einer parallel jn ber ®runb-- 
Päc^e abgeflnmpften iß^ramibe jn flnben. — 

äuflüfung. @« fei y bie ^ö^e ber Meinen abgef^inittenen 
unb h bie ber abgejinmpften ^^ramibe; ferner feien ö, b jwei 
l^omologe Seiten ber großen unb Keinen ©runbflac^e ber le^tern, 
fo ]^at man : 

alfo: 



h : y ^= a — b : b^ 



folgli^: 



bh 

r- 9 



unb: 






SWitfiin ifi: 



. /. 
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3r + * 



x^ dx 

g fl* — b*' 

r 7+^^T7 ^ **' (a _ b) {a- ~ b-) 
f x^ dx 

= f Ä. 



(ö - AJ (a^* + öÄ 4- 6»; 

uttb folglich: 

- _ _ / 3 ^g« + g^A + ab^ + AV b\ 

"^ " ^ ~ \Jk (a — b) (a^ ^ab + b^) a -^ b) 

h 3«^ + Zab + b^ 



4 a> + a« + 6 



a 



Sgtrb * = 0, fo ifi y = unb ^ = fÄ. — SBenn a = b 

wirb , fo tfl j? = JA, ti)tc c« fein mu§^ — 

Slufgabe 202. S)en ©c^wcrpunft eine« eUipfoibifc^en 
Slbfd&nitteö ju flnbem — 

Sluflöfung. 3)ic ©leid^ung ber Dberfläd^e eine« Saipfoibe«, 
beffen brei ^albajen a, A, c finb, ifl befanntlid^: 



•^^ a. ^* -L ** — 1 

:;2 "t" T» -r 7i? — A» 



8 



nnb bct auf ber 2tje ber x fenfre(f)te S)ur(!bfd^nitt in bem 2lbjlanbe 
oj Dom 5fnfang«= ober üRittelpunfte be« SHipfoibe« ifl eine ©Hipfe, 
beren ©feid^wng ijl: 

Uttb beren «^albajen finb: 






2)ie glac^e biefer effipfe ijl atfo : 



x=7ricri-^;. 



ö» 



unb man ][)at mit^iin : 



1«9 



T 


== 


fx X dx 
fXdx 





J ^ K* 


ö»' 


/ UO/ 






Jv 


/a 




(2j? 












ix* - 


0?* 

4a> 


a 


2fl*dP- 


-a;3 








~ 


fr. — 


x^ 


^• 


3a> — 


a?» 



aufgäbe 203. Den ©d^merpmtft eine« Äugelabfci^nitteö 
ju finben* 

2tufI5fung. SBenn Me 2lje eine« 9lotation«för^)er« jur 
Slje ber x genommen »irb, fo iji befauntli(j^ ia^ SIement dv eine« 
fotc^en Äör^)et« allgemein = 7ty^ dx unb fein iöolumen V^=^nfy^dx, 

SJian fiat alfo: 

— f X dv f X dv r X y^ dx , . 

X = = = * ^ r. » (a) 

J dv V fy^ds ^^ 

ober in ipolarcoorbinaten (t^ergl Slufg. 172 Slufl. 3)j 

- ffr^ sin Q cos ^0 dr .^ 

"" ffr^ sin de dr ^^ 

SBenbet man nun bie gormet («) auf ben Äugelabfd^nitt an^ fo 
^at man: 

yi = 2ax — x^, 

folgli^: 

- f(2ax^ — x^) dx |flra? — Ixi 



X 



f (2ax — x^) dx a — ^ 

gür bie ^alfcfugel iji a; = ö, folglld^: 

hieran« ergibt jtd^ aud^ kiS)t bie ßage be« ©d^werpunfte« be« 
Äugelau« fd^nitte«, ba bie be« (S(l^tt)er:|)unfte« be« Äegel« be* 
fannt ifl (2luft. 200). — 

Slufgabe 204. SDen ®d^tt)er^)unft eine« 91 otation«^) ar ab o^ 
lotbe« gu flnbem — 

Sluftöfung. "^ier ifl: 

yi == ZpX, 



folglich : 

- f X y^ dx x^ dx ^ 

^ ~ fy^dx ~ fxdx ~ ^•^' 

§ur ben ®c(n)et))unft eine^ abge{lum))ften $ataboIotbed 
gtt)tfc^cn ben ®renjen a? = « , j? = /J i^at man alfo : 



a ß^ - «^ _ 2 ß' + aß + a^ 



/ s^ dx 
f X dx 

alf : 

o(a + ßJ 3(a + ßJ 

~ 3 ■ a» + i» ' 

»0 ß, Ä rcfp. bie »^albmcjfer ber großen unb Keinen ®runb= 
\lcLä)t be« abgeftnmpften ißaraboloibe« nnb h bie $6^e bejfelben 
bejeiAnen. — 

Slnfgabe 205. 35en ®(j^tt)erpunft eine« geraben Äegel« 
ju flnben. — 

Slnflßfung. 3Benn a ben ^albmejfcr ber ©mnbfläd^e nnb 
Ä bie ^ii)t b?« Äegefö bebentet, fo ifl bie ®Iei(i^ung ber erjengenben 
geraben 8inie: 

a 



alf : 

h 



- f. 



JT* dx 



/. 



jr* dx 



= fÄ, 



tt)ie weiter oben, unb für ben abgeflumpften Jtegel, bejfen große 
unb Heine ®runbf[a(f)e ben ^albmeffer a nitb h ^aben, er][)a(t man 
offenbar baffelbe {Refultat, »ie in 2(ufg. 201. — 

Stuf gäbe 206. SDen ©djiwer^junft bed Äörper« ju flnben, 
welil^er bur^ bie Umbrel^ung eined ßreidaudfd^nitted um einen feiner 
außerflen ^atbmeffer entjleljit. — 
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Slufldfung. Bern ß ben SBtnfel m SKittelpunfte be9 ^xti^-^ 
au«fd^nitte« unb a bcn ^attmeffcr beffetten bebeutet; fo tjl natf) bet 
fiomtl (ß): 






r^ M7I cos @ rf© dr 



X 



H wiQdQ dr 



ff 

W f ^ mn& cQsßd0 \a^ f ^ sinZQ d0 



l/»3 



B 



^ f ^ sine de 



\a^ f ^ sine dG 

^ 



^ 



_ ^\ a^ (\ — cos'lß) _ 3 \ — co 82ß 
~ i«« (\ — cosßj "^ "1 — cosa 

= ia (1 + cosß) — i a co8^ Iß. 

91 uf gäbe 207, 2)en &i)mtpmtt beö 
ÄJtper« ju flttben, »eld^er burc^ bie Umbrel^unä 
bet ^)araboIifd^en glad^e ^BC um bie ^angeute 
uis im ©d^eitel entfielet. — 

Sluflöfunfl. ®$ feien ^x, ^y bieSljen 
ber ^ unb y , alf o : 

bie ©lei^^nng ber ^arabel, unb AC = a, SC = b; \0 i^: 

b 



-Ä- 



X = 



/y xy dx dy f {a* — y^j s dx 

yf ^ y dx dy f (a^ — y^J dx 

== I/-5- — j 1 tt)egen xdx = ^cty, 

= Ä V 2/»« = ,\ h. 



Aufgabe 206. 2)en @c^tt)er^ttnft it» ^6x^tt$ gu ^ben, 
tüü(fytt t)ur(!(^ bie Umbte^ung ber ^(ad(fe bet $ara(e( : 



im "t B 



»m T B -—- 12"" j^B 

etjeugt »nrb. — 

Sluflöfutts. (Sd ijl: 



X =ss 



J!. 



2m + 4n 

aufgäbe 209. S)en @*tt)eri)unft bc« 9lotatton«f>^per = 
bololbeö ju flnbetu — 
Sluflöfung. SBenn 

y» == ^ (x« + 2ax) 

bie (Blci^ung ber ^pi^erbel ift bur* bereu gla<f^e ber Äorper erjeugt 
»frb; fo flubet mau: 

%ax — 3;r» 
^ "^ 4(3« + a;)' 

Stufgabe 210. SDeu Sä^mxpnntt G 
beö Äörperö ju flubeu, n^eld^er burdb bte Um^ 
bre^uug ber 5parabelfl[a4)e ABC um bie Dr= 
biuate BC eutfie^t. — 

Sluflöfuug. e« ifl: 



3lufgabe 211. S)eu Sc^aerpunft beö 
^hptx^ ju flubeu, mlä^ct Hxä) bie Um^ 
bre^üng ber l^^perbolifc^ieu gtad^e ACBD 
um bie 9lje C5 eutfle^t — 

2lufI3fuug. aWau flubet: 



Stuf gäbe 212. SWau foll Ux^. @cbu)erpuuft be« «örper« flu* 
beu, welcher burd^ bie Umbre^uug ber gWtS^e ber ßuröe: 

um bie 2lje ber a; tnt^t\)t — 





Sluflöfung. SKon flnbet: 

^~ I680» — 280flw: + 120^» ' 

alfo für ;r = a, b. ]^. für ben »ort ber ganjen 6utt)enPa4>e er- 
geugten jtdrper: 

^ = f ff- 

Stuf gäbe 213. S)cn ®(^tt>cr))unft bcö Körper« ju finben, 
n^eld^er jn)ifc(en ben beiben Z)btxfii^tn liegt, bie inx^ bie Umbre^ung 
ber beiben ^Parabeln: 

um bie 2lje ber ;r erjeugt »erben. — 
StuflJfung. aWan flnbet: 

stuf gäbe 214. ^ax^. foll ben @($tt)er))unft bed ®tä(fed 

be« Äegetö: 

y* + J8« /?*;«;« , 

flnben, »eld^e« jtt)if(f)en ben Sbenen ber x», ber xy unb einer in bem 
Stbflanbe = a ))on ber @bene ber yz ju i^r gelegten ^araOelebene 
entfialten tfl. — 

5tufl5fung. e« ijl: 

/" a /^ ßx /^ » ,^^ /" ^ /^ ß^ 

/ / I xdxdydz i / xzclxi^ 



X 



/' a /" ßx /" % /^ u /" ßa 

I I dx dy dz / / zdx dy 

J J ^ C/J^o?» — y3)* (io; dy 



y «y /?^ ^^,^, _ ^^^ t ^ ^^ 



0-^0 



/ a?. \n ß^x* dx 






2M 



gerner ifl: 



/a r ßx f ^ r a f ßm 

I I ydxdydz=sj J y z dx dy 



o ^ o ^ o o 



= /* "" f ^ (ß^x^ --y^jiydxdy 
= / * IßH^ dx = A/J»ö*; 



folfltti^: 



J J J ydxdydx 



y — 



^ ^ o 



/a r ßx r a 
j I dx dy dx 



^ ^ o 

Uttb ebenfo erflibt fx^: 

z = -^ a. 
n 

9(ufgabe 215* S)en S^mtpmtt ber ^alftt bed jtdrperd ju 
flttben, weld^er jiüif^en ber Dberpädjic einer ^atbfugel unb ber eine« 
^araboloibe« »on berfelben Sajtö Kegt, tnbem bie boppelte ©renn= 
punftdorbinate mit bem !£)urc^meffer ber «^albfngel jufammenfaQt 
unb ber ^itptx \>on einer bnrd^ bie Stje gelegten Sbene f)ah 
birt wirb, — - 

9(ufl^fung, SRan nefime ben 9RitteIpunft ber ftugel gum 
Slnfang^punfte ber Soorbinoten unb bie 9(se bed ^arabotoibe^ }ur 
2fje ber z; bie 2tje ber a? fei in ber «^albirungdebene auf ber ber 
z im ^nfangdpunfte fenfredi^t unb enblic^ bie 3(se ber y in biefem 
fünfte auf biefer Sbene fenfre^t; fo ifl bie ©Icid^ung ber Dber* 
flhd^t ber Angel: 

oj» + y» + ij» = a», 

unb bie ber Oberfi&d^e bed ^araboloibed: 

oj» + y^ =: a (a — 2z). 

2)er gefui^te ®(^U)er))untt {iegt irgenbmo in ber @bene ber yz, 
unb man ^t: 



ao6 



/:'///..'' 



dx dy dz 



a ^ o "^ z 

+ o r 3f' r % 



r «r y r ^ ^ ^y dx 



j j I z dx dy dz 

/'{-a r y' r z 
I I dx dy dz 

1 

tt)0 ber Äurje weflcn y = yfa* — x'* unb «' = 2a (^^—^^—3^) 
flefe^t ijl. JRim tfl aber : 

/({x (2y (2jE = dx dy (z - 



O 



=2 dx dy [fa^ — x' 



^'^*~2^^''*'"^*'~^*^1* 



fo(gItc^ : 

-f. 



% 



dx dy dz 



dx dy [(a* — x' 






(a» — a?« — y«)] 



= dx [iTT («» — X«) 



± (««-..)*], 



Mttb: 



/r///.. 



2 



da; dy dz 



/+a 1 

[iTT (a« -- X-) - ^ (a« - 

= 1^0^—3^ / (ö* -a?»)^dap 



a?»)T] dx 



=: 4 7rö* — i^ö^ = KT na^. 



'S 



24 



gerner i{l: 



/y da dy dz 

= ydäcdy[a^ —SO* — y*)* — g^^^* "" »* — V*)]» 
I ^ i y dx dy dz 

o 
= (te [- i (fl* - »» - »»)* — A (a. _ at») »» 



1„*1V^ 



U\y^] 



,2 «.3 



= (te [j («» — «»)*- A («* - ^*)M» 



8a 






^dP 



a /»* 



4 ora* - T% ö* = 



15ff — 16 
120 



fl*. 



SBeltet ifl: 

-I- a 
a 



/■*■ " z rfa? rfy d^ = i rfa? t/y r^* — «' V 
— a 



= idxdy {(a* - X* -yV - ;^ (a*—x* — y*)*'] 



/:' f. 



' tdßdyäi — l y ' dxiy [«» — «» — »* 



+ 2^r«»-^V»'-4^»'] 



4a* 
= \dx \(a» — ;rV — i C«' — "*) 



3 

T 



__i.r«._.V +6iTr«»-*V 



S 
T 



S07 



1 f T V a» — «* 

[T 1 r~l 

= i TT ö* — Y¥ ^ ö* = ¥\ ^ ö*. 

9iad^ ben entmideUert SBcrt^en ijl nun enMid^: 






2t u f g a B e 216. SÄan foH ben 6 d[}ttjer))Uttft be^ a 4^ t e n Zfyeile» 
einer Äugel flnben. — 

Stuflöfung. 6ö fei a?* + y* + j?* = a» bte ©teic^ung ber 
ÄugetoBerflad^e, unb ber Äfirje megen Ä' = y^ a^ — x» — y\ 
y' = v^fl» —x^*^ fo fiat man : 

// / xdxdydz I 1 xyfa^ — jj» — y^dxdy 



X 



/^ \ \ * dx dydz /"/ ^ V^a*— o;»— y* dxdy 

y* O TT 
-j- x(a^ — x^) dx 

/ 4 ra* — ^V^ 



66enfo ergibt jt^: 

y = Ä = I fl. 



ao6 




% 



S)aman oftau(3^ $o{atcooibtnaten mitSott^eif anu)enben 
tarn, fo follen bic bctreffenben gormein nod^ angegeben unb auf bie 
le^te 9[ufgabe angewanbt »erben. — 

e« fei^£CiP= 0, ^P 
= r unb Z; BAN= qp, fo erhellet 
au^ ber gigur auf ber ©teile: 
ba§ bie bret }ufammen^ogenben 
Jtanten bed unenblic^ fleinen 9iO' 
lumenelemente^ bei P refp. glei(f> 

dr, rd& nub r sin 6 df jtnb; 

alfo fein Slu^brucf : 

= r* st>2 © rfr d0 dq> , 

n>eil baffeI6e atö ein ^araOeleptpe- 
bum angefe^en »erben fann. — 

gemer ifl offenbar: 

a: == r sin & cos q>^ y =i r sin sinqtj z =: r cos Q ; 

fotgli^ : 

- fjf r* sin^B cosq> dr d@ dq^ 

^ ~ JJfr^ sinOdrdßdip ' 

- __ J][r^* ^ 'Q s^ y ^r dB d(p 
^ ~ JJJ^r^ 8inQdrdQdq> ' 

- JJf^^ «*w ö cos dr d@ rf<p 

* ~ JJfr^ sinßdrdSdqi 

SBerben biefe gormein auf ha^ le^te 33eifpiel angeroanbt, fo 
m man: 

/T I li I r^ sin »0 cm (p dq> d6 dr 

o ^ o J o 

» / 8 / r^ sin@ dq) dß dr 

o ^ ^ o 

^ / a" sin^Q cosq) dq> dQ 



Za 



f ^ J "^ sin0dq>d0 



ao» 



/n^ TT 
3 "s" cewy dqp 



_ 3« ^ o ^ 3a 

~ 8 r n ~"8" ' 

/ 9 dq) 
^ a 

«nb ebenfo flnbct jtc^: 

— 3a - 3a 
^"=8"' '=8- 

Aufgabe 217. a)en ©c^wet^junft be« ad^ten 2;^eilc« eine* 
ßllipfoibcö ju flnbcn. — 

Stuflöfitng. S)ie@fet^uttg ber "D6etflä(]^c beS eUtpfoibe« tfi : 

^ 4. »! 4. il - 1 

folgli^ : 

f "fj \^^dy^' f 'f^ xzdxdy 



X 



I I da; dy dz j 1 z dx dy 



9lun tjl aber: 



=t/;[0'-^-)-»-J 



% 






+ifO'-^)-'^C-'^)l 






[ 






+ s— (a* — O!*) aresin ^ 



U 
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J z dxdy— J j^ • (fl« — (c^J dx 



hcn r „ t «1 



a 
o 






unb: 



j sz dx ay = j — j- / jr ( a* — üc^jdx 



o 



=m^""-i^']> 



16 



e« ifl alfo: 



0? = f a, 

unb eBcnfo flnbet man: 

y — % bj z — % c. 

Stuf gaB e 218. SDen <Sä)mxpvintt be^ imifdjjen ben brct S6enen 
a;s=a,2^ = o,^=:o licgenbeu S^eileö be« iparaboloibe^ : 

y2 ^ jgri _. 2j[;jr 

ju flnben» 

Sluflflfung. SBemi 6 bcn ^dbmeffer beö 3)urd[)fd[}mtte« bed 
$araboIaibe« mit bcr Sbene jr = a bejciij^uet, fo ijl: 

16 6 



^ = iö^^ = ^ = 



15 



TT 



21 uf gäbe 219. 2)en ®dg>mer))un!t beö jtt>if4^en ben Sbencn 
jr =3 0, ^ =: o^ z = o, J7 = a, y == 6 ttegenben Z^tik^ be^ 
ÄJrpcr« ju flnben, beffcn Dberpäcjic bur^ bie ®(et^nng: 

z^ = ^^ 

auJgebrutft wirb. 

«nflöfung. 6« tji: 
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«Ufa ab e 220. J)en ®^n)er))im!t be« a:^eire« be« 6ijfinber«: 

yd = 2aj: — ar* 

ji^flnben, »elc^er gtt)if4)en ben betben ebenen z = ßx^ z = ^j; liegt 
anflöfung. e« ijl: 

Stufgabe 221. SDen ©c^werpunft einet geraben fiinie -45 

, ^ ^ P^ ^ ^ ju flnben, n)enn j!^ bie S)i(^tigfeit (> in 

iebem i^)rer fünfte P n)ie bie w*« ^o- 
tenj ber Entfernung bcffclben t)on einem in if^rer 33eriangerung ge^^ 
gebenen fünfte C »erhält — 

9liffl5fung. e«feiC^=a, €B = b, CP=x, Pq=dx 

unb II bie SDidf^rtgfeit in bem 'ißunfte , bejfen Slbfianb tjon C = 1 
ifl; fo ifl bie S3i(^tig!eit q in bem ipunfte P= lix^^, unb bie OKaife 
beö ßlementeö dx = fiJ?" ds; folgli^ bie bet ganjen Sinie AB: 



/h Jn + l — a"+^ 



Jn + l a"**" ^ 

-T 

gernet iji baö SKoment i>ou PQ = rfj? in Sejie^ung auf ben 
5punft C: 

= fiJ7° + ^ dir, 

unb foIgIi4> baö bet ganjen ^inie in 33ejie^ung auf benfetben $unft: 






a 

Ttan m bemnac!^: 

- fga; da fgx ds n + l b^'^^ — Q't» 

^ ~ jyds ~ fqdx ~ iHr2* Ä» + i — a»ti 



SBenn w == — 1 ijl, fo »irb («): 
6 r h ds 

S^ dS:= (A I 

a ^ a 

unb (|S) tt)irb: 



/& r h dx / Ä 



^ / s""^^ ds=fi I dx =: (A (b — a); 
^ a ^ a 

14* 



m 



- b — a 

X = 



Zog. 



a 



Ä — ö 



imb M).ttj{rb: 

= II log. — , 

alfo : 




6 — a ^ a 

Stufgabe 222^ SDcn ®(]^n)crputtft einer breietftgen' platte 

^ c iu flnben, menti i^re JDttf e c o n fl a n t ijl ; 

aber bte Did^tigfext in ben ^erfcl^iebenen 
^punften jtcl^ ber «**« ?Poteng i^re^ 5tb= 

^9^ \ — ^i:^ jianbe^ \^(iX{. einer burdj) bie ®))i^e C 

\ X , ge^enben ^Parallele CD ju ber ®runb- 

"^ ""^ Knie AB ))roportionaI anbert^ — 

SSttflöfung* eöfei^f;=Ä, AB=zc, CP=s, PQ=:dx, 

/L CAB = ACD = Q unb fi lieber bie $Di(3&tigfeit in ber &nU 

fernung = 1 öon C/); fo ifl bie 2)i(3^ägfeit in jebem ^ßunfte Don 

Pp gleid^ (a (s sin @)\ gerner fann man P|7 atö ein {parallelo* 

gramm anfe^en, bejfen ©runblinie Pp = -^ unb beffen ^ö^e = 

pq sinQ^^=i dx sinQy alfo bejfen glad^e glei(^: 

-^ ds. sm &. 



unb bejfen ÜRajfe gleid(): 

^ C^i; si« 0J". -Y" SK» 0. X dx ss: ^ (j; sin 0)" djr 

iji. S)ie aWajfe bed ganjen JDreiedfeö ^£C iji olfo : ^ 






= ^2 (*«*»«>»"*• 
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SBettet ijl ba^ SWoment be« (BkmenM Pq in ©ejitg auf \>it 
gerabe ßintc CD: 

:=i^ (x sin 0^n + * . s sinQ ds 

unb folglich ba« aWoment be« ganzen SDreictfe^ ^i?C iH: fflejie^ung 
auf biefelbe ginic CD: 

uc r ^ HC b^*^ 

J Q ■ o , ?» T- o 

= -^ (bsiney^^. 
« + 3 ^ ^ 

SBcnn alfo bie burc^ bcn ©dS^tverpunft bcö SDreictfe^ ^J?C ju 
feiner ©runbltme -^jB'gejogene ^parallele bte ©eite CA in bem 2lb- 

flanbe ^ öon C fd^neibet, fo ifl ber 9l6paub btefe^ ®(|)tt)erpunfte^ 
öon CD gletd^: 

a; Äf » = = = — i— ö Ä «« , 

f*^ i^jL • r\\n*\ w + 3 

71 + 2 ' ^ 

alfo : 

Unb ba ber gefud^te @(^ttjer:|3untt offenbar, aud^ in ber geraben 
Sinie CE liegen mug, »elc^e auö C nad^ ber Witt »on ^Ä gel^t; 
fo iji feine Sage i^oHilanbig bejtimmt. — 

Aufgabe 223, Den Sc^tüer^unft eineö aSiertelf reife« ^J?f7 

ju jlnben, XQtxvx jtd^ bte 3)i(^tigfeit in ir- 
genb einem ^nnfte mt bie »*<^ jpotenj fet= 
neö 2lbjianbe« öom 2ÄitteI^unfte »er^It, — 
' 2luflöfung. (§.^\tiCA^a,CP=Cp 
==:r, Pq=pq:=^dr, /LDCA= B, Z,dCA 
= + d0 unb fi n)ieber bie $)i(^tigfeit 
für bie ©tn^eit beö Slbflanbeö tJon C. 
3Äan barf i^ atö ein ^Parallelogramm an- 
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fe^en, beffen ©eüeit PQ=s(k, /J> = rrf© jinb, imb bcfftn glacfie 

= rdr. de, alfo bcjfeil Tta^t = /wr». rrfr. rf© X% — 

^ SDic aWaffc bc« Duabrantcn C/^ t|l folglt^: 

=ili f ~^ f "r"*i rfr d©= ^"X^* / »«« + » ae 

« + 2 

gernet ijl ba« äRomeitt be« (Slcmentc« Pq tu Sejfc^ung auf 
Ca offenbar: 

= nr^. rdr. r cos 0. d6 
= f4r" + * drcosQdQ; 

alfo ba$ 3Roment bed ganzen Ciuabranten in SSejug auf btefelbe ge« 
tabe 8inie C!B; 

:== lA f ^ f r» + a drcosQdQ 



o 
n 



= — ^ / »fl» + 3cos0d0 



w+3 LJo «+3 

2Äan ]^at mithin enbli^: 



ü—an+8 



w + 3 fi + 22« - 

n + 2 2 

5lufgabe 224. JDen ©(j^werpunft ber Dberftac^c einer 
^albfugel ju flnben, wenn Pcl[) bie 2)t(f)ttgfeit in iebem Jßunfte ber* 
felben tt)te bie n^^ ^otenj feine« fenfred^ten 5tbjianbeö i^on ber ®runb= 
fla^e tJer^alt. — 

2luflöfung. 3Kan benfe fld^ W Dberfla^e ber ^albfugel 
afö bur(]^ Umbrel^ung eine« Duabranten um einen feiner äußern 
^albmejfer entjianben, fo l^at man: 

- fq oey ds fx^ y ds 

^ ~/p a ds~ fxy ds ' 



S15 



x» + ^3 = «a 

folgt »eiter : y ds =^ a da; 

unb alfo iji enbllit^-: 

a 



/ 



:l? = 









dx 






9(ufgabe 225» S)en ®(l^n)ec3punft einer <& albfug et ju flnbert, 
xc^txvx p4) bie Did^^tigfeit in jebem ^ßunfte tt)ie bie /*** ^otenj feine« 
Slbjlanbe« öom SKittelpunfte ui\)l\t — 
* ?luf(öfung. SBenn man ^olarcoorbinaten antvenbet, fo tfi: 

— -^ — f ^ o ^ 

fi + 3 fl 

~ « + 4' y * 

2lufgaBe 226» SDen ®(f)mer|)unft eine« Äegel« gu flnben, 
n>enn jlcöbie 35ic^tigfeit in |ebem fünfte »ie ba« Duabrat feine« 
abfianbe« "^^Xi einer burc^ bie ©pi^e be« Äegetö ju feiner ®runb* 
pcj)e parallel gelegten ebene t)er^alt» — 

9tuflöfnng. 3Ran flnbet: 

aufgäbe 227. SDa« öo turnen r be« 5E6rper« %\\ flnben, 

»eld&er burdj) bie Umbre^ung ber 5lJarabetp(S(>e 
APM um bie Drbinate MP entfielt* — 
9(uf(öfung. 3Ran flnbet teidg^t: 

»i^renb ba« SSoIumen V be« burc^ bie Umbre^ung be« JRe^tede« 
AMPm erzeugten ß^tinber« gleid? 
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tjljo Hi fl# alfo »erpft: 

r.r = 8:15^ 

5tufgaBe228. 2)a§ öolumen Funb bic Dietflacj^eObe« 
Äörjjcrö ju flttben , n)ef(^er buc(|) bte üoHe Umb«!|ung eine« Äreifeö 
um eine augerl^alb beffetten liegenbe 9(je entfielet» — 

9lufI5fung. SBenn & ben 9lB|ianb be« «Erefemittelpunfte« 
t)on ber JRotatton^aje unb a ben ^aftmeffer beö Äreife« bejetd^inet, 
fo iil: 

91 u f g aB e 229. SDaö 33 o I u m e n F be« {Ringet ju flrtt)en, )a>cU 
ä)ct burd^ bie »olle Umbre^ung einer (Sttipfe um eine in i^ttt (Sbtnt 
außerl^att liegenbe Slje .entjie|)t. — 

^uflJfung» SBenn a, & bte beiben «^alkjen bet ©IHpfc ujtb 
c ben Slbflanb i^reö 2ÄitteI))unfte« tJon ber JRotationöaje bejeid()nen; 
fo ifl: 

F = 7r^ fl&c. 

21 uf gäbe 230. SDaö öolumen F be^Äörperä ju flnben, tcth 
ä)n burd^ bie SDre^iung ß ber 5parabelflad[)e j4MP (gig. auf t)origer 
©eite) um bie Sangente Jm im S^dttl A entfielet. — 

Sluflöfung. 2Äan flnbet: 

2tufgabe 231. aWan fott ba« SSoIumen F unb bteONr* 
fläij^e O beö burdj^ bie öotte Umbre^^ung einer S^cloibe um i^re Slje 
erzeugten Äorjjerö be|limmen. — • 

SlufUfung. SBenn a ben ^attmeffer be^ erjeugenben fireife« 
bebeutet, fo i|i: 

F = TT a^ Cl TT» — f), = Stto» C^ _ 1^. 

®t\^k^t \>k JDrefiung um bte 5Bap«, fo ijl: 

Slufgabe 232. S)a$ SSoIumen F be« Ä6r))erö gu flnben, 
welcher \>m^ bie tjolle Umbre^ung eineö red^tioinfligen S)reie(fe$ um 
feine '^^^otenufe entfielt. — 

2luf(5fung. SBenn a, h bie beiben Äatl^eten bebeuten, fo ijt: 

~3 V^ö« + ö»' 



V 

\ 
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2(u'fga&e233, 35en ®d^n)erpunftbet flache unb be« fSo-^ 
gen« eine« ^albfrcife« m^ ben ®ulbin*f(f)en (Regeln ju flnben» — 

2luflöfnng^ SBenn a ben '^albmeffer l&ejei*net, fo xfl bie 
fß(^t be« #aJbfteife« A= l na^, unb bie Sänge feine« Siegen« 
lj^=na; nnb tpenn ber ^albfrei« eine DoBe Umbte^ung um feinen 
SDurc^mejfet mac^t; fo erjeugt er eine Äugel, beten Söölumen V 

= -^ ö* «tt^ ^^^^^ Dberfla(!&e O = 4^0« ijl. ©ejex^net alfo 

^bie Drbinote be« ®d^»erpunfte« ber gUdEie be« -^albfreife«, fo 
ijl na^ ber erjlen @ulbtn*f^en JRegei (§♦ 69): 



b. ^.: 



folglich : 



o "" 1 « 47r a^ 



- 4« 



y 



3 n 



gecnet ijl, toenn y^ bie Drbtnote be« ©d^^n^crpunfte« be« ^xd^^ 
bogen« bejetd^net, nad^ ber gmeiten ®ulbin*fc^en SRegel: 

L'. 17= O, 

b* I;* : 

2nyi. na = Ana^, 

alfo: 

2a 

TT 

Stnfgabe 234. SBenn n JErafte 
P^, Pg, P3,..., Pn, »el(^e na^) ©röte 
unb SRi^tung burd|) bie geraben ginien OJf, 
OB, OCj ... »orgejiellt tt>erben^ ben 
materiellen ^mtt O im ©leid^gemicj^te 
* ^aitm, unb e« toerben in ben 5|}unften 
JyBjCy... gleid^e ®emid()te W an- 
angebra^t; fo ifl ber <S>^mxpmitt 
berfelben, n)a« beriefen »erben foH. — 

'»ewe*«* a5a P^, Pa, P3, ... im ®Iei(|)gen)i(^te pnb, fo 
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P, casa^ -f- Pj CM«, + Pg cMag + ,., =5 0, 

P^ CM/J, + P, COÄjJj + P^ co«/J, + .. . = 0, 
^1 coÄ/j, + P^ cm;', + P3 CO8/3 + ... = 0; 

OA cosa^ + 05 cosa^ + OC co*«^ + . . . = 0, 
OA cosß^ + OB cosß^ + OCcosß^ + ... = 0, 
OA eoari + OÄ cogy.^^ + OOcoa /^ + , . . = 0. 

^1 +^a + ^8 + ••• = ^. J? = 0, 
if i + i^a + »a + . . . = Z y = 0, 
«I + «a + *a + ... = ^. Ä = 0, 

ti>o ^1» ^1» «1; ^8» ^a* «ai ••• ^^fP* l^i^ ßoorbinaten ber ^nfte 
A^ B, C, ... unb «i, ^i, /i; öj, ß^, y^; ... rcfp. bic SBinfel 
bejeii^nen , »eld&e O^, OB, OC, ... mit ben bret imü) O geleflten 
re^hvinffigen ßoorbinatcnajen bilben» 
Slun {jl aber (§. 61): 



n. W. x= Wx^ + Wx^ + FiTg + . .. c= WS. ^ =5 1>, 
I,. »: y = Wy, + «^^, + ^^3 + ... = WS. y = o, 
n. W. l^JTz, + Wz^ + »^jr^ +...== ^2. * = o, 

alfo: 

a; = 0^ y = Oj z=i 0; 

folglii^ ifl O ber ®^mer))Uttft ber « ®ett)t*te W, rs>a^ ievoie^en 
»erben foHte, — 

?lnmerL SDer ©(^»erj^unft eine« JE5rper« ober S^flemee l^at 
ttO(j(^ mel^rere anbere intereflfante 6igenfc^aften, metd^e mir itioäf ber 
Äüije »egen übergef^en muffen» — 

9(ufgabe 235» ©ine uoHfommen Megfame Rette i|i an j»et 

in berfetbcn »^orijontale liegcnben fejlen 
ißunften A, B aufgefangen, unb bie Duer= 
/» [(^^ttttmaffe m anbert jlcl[) umgefe^rt »ie 
bte DuabratiDurjel auö ber gange beö 
üon bem ttefjlen ißunfte O au« gejä^lten 
, Sogen? OP; man fofl bte ©lei^ung ber 
iSettenlinie flnben» — 




= c t^iubem tiefileu 5puufte () tejei^nct, fo tjl: 

' 8 

folfll{(]^ na^ («) in §. 7%, intern man « unb y »wtauf^t: 



atfo: 

' * (I)' = "• = \AT(ir ^. 



unb integrirt: 

2)a aber gugtctd^ x = o, ^ = o fein muß, fo ifl C = 2jJ; 
folfltt*: 

unb jum Duabtat et^oben: 

2/J rf^ = [fx + 2|9)» - 4|J»] * rfa;, 

folglich, tvenn man integrirt: 

C + 2ßy=' i(x + 2ßj (X* + ißxj- 

— %ß» log [x + 2 ß + (x» + 4ßs)i]. 



5)« «*et jn jfel«i^ « sk 0, y == feilt mjjBf f«> iff : 

* 

f Wirt) mitl^in enblic^ Me g«fu(3^tc @Iei(^img 6« Äettenimte: 
2 /9 y == i r» + 2 1?; r^r" +.4 /? x;* 

Slu§ (a) folgt ferner : - 

ds _ s + 2ß 

dx~ 2ß ' 

unb folfllid^ ijl: 

aufgaBe 236. ^m foH ba« ®efe^ flnben, nac^ xoä^m jtd^ 
m anbcrt, »ernt efne f(^tt)ere Äette bte gorm eine« «^ alt f reifet 
annimmt, tnbem fte an gtDet xxi, bcrfelben »^orijontate liegeitben f^en 
i^unften anfgei^angen ifl» — 

Stuflofnng. S){e ©tetd^ung ber Äettenfinie ift bemnad^: 

s^ =z Zay — y^, . 

atf : 

a^ — ^a --- l^flf — yj^ ^ y =:::z a ^ (a^ — x^) » j 

unb: 

dy 36 d* y ä} 



ferner : 

ds^ - . dy^ a^ ds a 



3 » 



<fo8 ^ dx^ a^ — x^ dx (a^—x^)-^ 

folgtt^: 

dx* ca ca 

m = c 



• I 



y 



ds a* — x^ (a — y)' 



dx 



b. \). m anbert [xäj umgef el^rt »ie ba« Duabtat be« 5lbjlanbe« 
tjon bem horizontalen SDurdjjmeffer be« ^albfreifeö. — 
gerner ifl: 

^ J« ta ia 



Stt 



M. 



Aufgabe 237; ^m^ %k\i^^ixm% fd^toete Aette t^ an jn^et 

in Verfetten- ^orijontale liegenben feficn 
y fünften ^, B aufgefangen; xaixa foU btc^ 

Sänge ber RMtf ben $(b{ianb i^ri^ tief- 
fien ^nfte§ L »on ber '^orijontale -4ä, 
fo wie bie Wic^tung i^rer Tangente jp 
A ober 5 flnben, »enn ber auf A unb J5 
"^* ausgeübte SDrutf bem gangen ®emi(!^te 
ber Äette gleicf! ifl^ — 

«ufUfung, m fei ^LJ? = /, ^C == iS€ = a, fo ijl: 

y =Y (c" + e"^), (l) 

« = c U^ — e^M . (2) 

gerner ijl bie ®^)annung in ^inem beliebigen ipunfte P ^\txi) : 

unb fplglid{f bie in B glei^ : 

9?a* ber 33orau§fe^ung ijl aber biefe Spannung = mgl, alfo 
»egen (2) glei(!^: 



mcg 



f otgli^^ : 



unb: 






Imcg 



[e'^ + e * J = mcg \e^ — e « ) , 



e 



8 



- „ 2« 



e 



a 



e«=3, — = tog3, — = 4/og3. 

c c 

SBegen (2) ijl alfo: 

foa 3 V^* SV ai iL 



&g:3 



3^ ^3 



(3) 



6e^t man wettet in (1), x = a,^ft tx^M fl^: 



fol8ti(^: 



CL ==Qs e ' +i e • — 1 j 



-i 



V 9 1^ T~ ' »eactt (3) 

lagi 

2 a 2 — 3» 



- /2 A 2a . 



Zog 3 /(^ 3 



.3* 



Sid)Ii(| iji m(b (1): 



dr 



unb folglidj^, »enn (^ bie Sietgurtg bcr Äette in i? gegen bie '^ori^ 
jontale bebeutet: 



tang 



, = .(.: _e-:)=i(3i-^)=i^, 



alfo : 



TT 
9== Ä- 



k 



aufgäbe 238. Sine gletd^förmig fd&tme ffette A'ALBBf ijl 

übet jttjei in berfclben «^origputate fiegenbc 
''' Soljen ^, i? gelegt unb im ©leic^gemid^te ; 

man foH ben auf jeben Soljcn ausgeübten 
^?^i SDrutf firtben, mm bie Sänge ber Äette 

gegeben ifl. — 
' 9lufI5fung^ Die ©leidj^ung ber 

Äettenlinle ip: 




k' 



y = i c (e « + e « J , (1) 

unb bie Spannung in irgenb einem ipunfte P: 

mgy = i mc^ («~ + r~j , 
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alfo bte in B: 

= i mcg \^e~ + e^~) • (2) • 

%1fk btcfe fe^te ©^jaimifttg ifl auc^ = wg/, m BB' = « 
gife^ ifl; fotglii^ ^at man: 

ober: 

8' =ic \e~ + e^~) . (3) 

SBenn\rncr 2 / bic Sang^ ber ganjen Äette A'JLBB' 5c* 
i^mi fo i|i bic be^ J^eÜcö LBB' = / ipb bic ^p BL = 
l — 9\ e^tfialfo: 

/_ »' = ^ c^c" — e""~} , (4) 

nnb : 

(3) + (4) .... / = c e~ . 

SejÜmmt man nad^ bicfct legten ©Icidjiung ben SBcrt^ ijon c 
nnb fc^t benfelben in W ©leid^ung (2) , fo erhalt man bic ©pan- 
nung in Ä — 

Slu« (1) ergibt ftc^ femer bur^ 5Differcniirung : 

unb »enn man LP = a" fe^t; fo ifl: 
folglich : 



X 



^TT — -^^ T = <^^« y* (5) 



tt)o Z: PJ55- = <p gefegt ifl. 

SBenn T bic Spannung in B unb P ben J)ru(f auf ben fe^en 
^unft B bejeic^mct, fo ifl: 

/^ == 2 r» — 2 T» f 0« 9 
= 2T^ rl — ccwipA 



m 

alfo wegen (2) unb (5): 



a 



^ = i^''^^^^ (e-r + r-^)| 1 -^ 



= Hl« c* g^ 1 1 + e 






a.a „2 (j ^ ^ c j^. 

folg» : 



r 
^ 




aufhabe 28% eine slcic^förmtg \i)mu Äette JBC ifi mit 

bem einen Snbe an einem über einer 
[(Riefen (Sbene RS liegenben fejlen 
^nnfte A anfge^angen, unb man foH 
bie gange /' beg auf biefer Sbene 
Ty^ liegenben ©tucfg BC berfelben finben, 

^ njenn bie Steigung ber ^tttt am Stuf* 

f>ange^3unfte A, fo »ie bie ber @bene 
RS gegen ben «^orijont unb bie gange 
-rrfJBC = l ber Äette gegeben ijl. — 

Sluflöfung, So fei <p bie Steigung ber gurce in irgenb einem 
fünfte P, 2' bie Spannung in B, a, ß bie SBertfje Joon <y für iit 
^Punfte ^, -ö unb LP = s ; fo ijl m^ ber Statur ber Äettenlinie : 

T cosß =i mcgj (1) 

» = c tangq), (2) 

S)ie ®))annung tu i? ifl offenbar = w«g-i?' sinß, folglich ttjegen (1) : 

mgV smß cosß =i mcg, 
alfo : 

c = /' «i«^ co«|J. (3) 

gerner ifl megen (2): 

LBA = c tangaj LB == c tangß,, 

/ — /' = c (^^««g cp — fang ß) , 
unb »egen (3): 

/ — l' =i r sinß cosß (ianga — tangß)^ 



2S5 

l cos tt =s /' (cos tt + sina ainß coaß — sin' ß cos a), 
= /' cos ß cosfa — ßj, 



l €08 a 



€08 ß cosfa — ß) 

aufgäbe 240. SDic ®Ieid(>urtg bet Äettcnlime ju flnben, wenn 

m=/J— {fl, b. \). We Ciuetf(^mttömaflie jW^ voit ber Sojtnu« ber 

9leiflUttg ber 6utt)enclemente gegen bie «^orijontale anbert. — 
Sluflöfung* 35ie gefud^te ©lett^ung ijl: 

AT» = — yi 

b. ^. bie Sutt)e ijl eine ^arabeL — 

2tufgabe 241» J)ie Olei^ung ^er Äettenlinie ju finben, »enn 
m = ßa: co8 (p ijl, tt)o <]f bie Sieignng ber Surt?enelemente gegen 
bie '^orijontate bejei^net* — 

9luflflfung» ©eftt man m = /Ja;^> fo flnbet man: 

b, f), bie Surüe ijl eine fubifdgje ißarabel — 

Stnfgabe 242. $Die ®Ieic|)ung ber Äettenlinie ju finben, öjenn 

m == ^o;» cos q> ijl» — 

Stufiflfung* ©eftt man m = /J;ir^ — * fo flnbet man: 

16 g« /S« ^* == 225 ^« s«. 

2tufgabe 243. 2)en Sluöbrutf für m ju finben, »enn bie 
Äettenlinie eine gewof^nlic^e ißarabel ijl, — 
2tufIöfung/*äRan fiiibet: 

2t 

tt)o a ben Parameter ber ißarabel bebeutcL — 

9C u f g a b e 244. 6ine an jtt)ei in berfelben '^origontate liegenben 
fejlen fünften aufgefangene ^ette bilbet eine 6^c(oibe: 

a; :sssa (& + sin ß) , ys=sa(l — co8 ß) ; 

man foH ben 5lu«bru(f i)on m, fo»ie baö ©ewicä^t be^ ixo^Sjtw bem 

15 



m 
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tttjüen unl eintm idieSijen i?»«»! bei te»e litaenbtn Sojen» 
»K(tl6en Jnben. — . « t -^ . r 

aufiafiinj. »tnn ■» '»« ®™'*' '" *'"' ttiti#ntt, (o 
Rnbet man; 

*°« « ., 

aufnabe 245. gine jlei*f5oniä f*>»«« ««»« 'I' «" i»«' ™ 
le liejenbra iBoIitn ttfeiilst, beten aejenfeitige 
i|l; mon foll bie 85nje l bet Seite fe 6e|linimen, 
ble iBeljen ein Siinimum niitb. — 
man finbet: 



-m 



l = c (e- -e • ). 



Slu« bet etilen bieftt telben ®lei*un(en mu6 c abjeleitel »etben, 
»nb «isbann #1 bie i».«. beu »etil, .on j. - 

„„b (= 12,578... Snj. - , , ^ 

aufgäbe 246. Eine Seite pnst in bet gotni bei tut* 

bie ®Iei$ung: a = a:' 

„soebtndttn 8nt«e; man foO teflimmen, in »Jel*em ipnntte m ein 

äasi»'«"' «'». f» »'' •»"«""' "*» äü«!"»"« H"»<«- - 
anfietnnj. E« iH: 



= 72' ' '"• 



2\A3. 



aufä«be247. gin Wnie. 

tet biegiamet gaben ab liegt 

in einet Bettifalebene anf einet 

euioe^P^; man foU füt iigenb 

einen ipunft P bie Spannung, fo 

TOie ben 2)tU(J auf bie Sutve 

finben. — 

„ anfUfnnj. g6 frfen P, 

p jroei einanbet unenblidj na^e 

liegcnbe $unlte bet Sntne unb eo, pO jmti üiotmaltn, olfo bet 

ÄtümmungSmittel^junft. getnct fei aP = s, Pp = de, ^POp 
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= (jp, PO = ^, T bte Spannung in P m\> T + dT bte in p, 
nnb enbttci^ R bic 2)ru(fe{n|)cit (b. I;. für bte Sdngcncinl^cit) in P; 
fo ^at man , wenn man bic auf ba$ gabcnelcment Pp = d» »ir- 
fenbcn Äraflc nac^ bet Jangente in P jetlegt: 

(T+dT) co8(p — tz=^mg(f8. ^» 

b» ^» mit ^imDcglalfung unenbtt(f> Heiner ©roßcn ^ö^erer Drbnung : 

dT = »i^ df/, 
alfo: T==:mgy, (1) 

weil für y = o mtS) T == o ijl. — 

ßerlegt man bie auf bad Clement Pp = da ujirfenben Ärafte 
nac^ ber Siormale OP, fo \)(it man: 

m^ (fo, -T- + (r + rfT) sinq)=iM ds ; 

alfo mit S3ernad{>(afjlgun9 unenblic^ Heiner ©rögen ^ö^erer Drbnung: 



dx 



<P 



-^•^+^-i = *' 



folgli* wegen ^ 



ber S)ru(t: 



da; T 
^ = ^S zn + — =^g ^ 



(da; 
ds ' Q 



H) 



9lufgabe 248, 




2(n im bcibcn ßnben eineö über eine in ei- 
ner 33ertifa(ebene liegenbe glatte dwxu JPB 
gelegten biegfamen gaben^ jlnb jwei gleiche 
©emic^te Q, Q aufgel^angen ; man foH \>ixi auf 
irgcnb einen ^ßunft P ber 6urt>e ausgeübten 
S)ru(f finben , wenn ba« ®txo\6:jt beS gaben« 
nid^t in Setrac^t gejogen wirb, — 

Stuflöfung. es feien PO, pO ^ox-^ 
malen in jwei auf einanberfolgenben fünften P» p, Q bie Steigung 
Don OP gegen irgenb eine in ber Sbene ber ßuröe liegenbe fefie 
gerabe Sinie, ^ POp = d@, PO = q, JP = s, Pp = ds, p 
bie SDruäein^eit auf bie Suri^e in P, T bie Spannung beö gaben« 
in P unb T+ dT bie in p; fo ^at man für ba« ®Ieic^gewid>t be« 
gabenelementeö Pp == ds jwifc^en ben auf ber Sangente in P nor» 
malen Somponenten bie JWelation: 

15* 
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(T+ dT) sindQ = p d8 = pQ d9, 



b. \).: 



©i). 



TdG=pQd0, T=pQ. (1) 

SBeitet ^at man p>Wn ben ju Ui Zawientt in P paraüclcn 
Somponcntctt ber auf ba« Clement Pp — ds »irfcnben Ärafle 

We Slelarion: 

(T + dT) CO« d© — T= o , 
alfo: 

dT = 0, T=con8L 

3n ^ ijl aber offenbar bic Spannung = §, alfo T = Q; 
mithin wegen (1): 

$Der ©efammtbrudf auf bie SurJ^e AB tfl offenbar: 

Aufgabe 249. lieber eine in einer SSertifalebene liegenbe raul^e 

Surije ifl ein biegfamer gaben gelegt, an \>t^txi 
enben p>i\ ©ewic^te Q, Ä fangen, wo»on Ä 
fo»iet größer ijl, afö Q, bag ft^ ba6 ®i)jlem 
im Orenjinftanbe becJ ®Iei*gett)ic^te6 W- 
finbet ; man foll nun , inbem baö ©etoidbt be« 

gaben« unbead^tet bleibt, ba« »er^ltnig -| 

ber beiben ©ewid^te, fotoie ben auf bie Suri^e 
ausgeübten 3)ru(f beflimmen. — 
Sluflöfung^ e« fei /* ber gegebene SReibung^coefflcient, fo 
ifl bie auf bem Elemente Pp = da jlattfinbenbe unb naf^eju nad^ 
ber Sangente in P gerid{>tete 9fieibung = (ip ds. Berlegt man nun 
bie auf ba« eiement Pp = ds wirfenben ßrape )ßaxaM ju PO, 
fo ^at man : 

(T + dT) sindQ =pd» =:pQ de, 

folgli^ : 

Td0=pQd&, T = pQ, (1) 

unb bie 6om^)onenten berfelben Kräfte na^ ber Tangente in P geben : 

(T + dT) cos de '- T + jwp ds = , 




*o 



dT + fip da = o^ 

alfo wegen (1): 

jrp,i*T. dT da 

Q T Q 

« /^ da /• 

lagT = — fiyj=:-f*yde = C-i*0. (2) 

3n ^ ill aber T = Q mh in B i^ T = Ä; alfo: 
/^ ^ = C — ft@^ mt> ü>glt= C — 1*9^ , (3) 

mm : 

Zog ^ = (» (öj — 0,) » ;g^ = « 

2tu8 (2) unb (3) folgt weiter: 

unb mithin i(l bcr ©efammtbrutf auf bie Sur»e: 

fpds =fT — = fTdG, wegen (1) 

/* (e, - ©) Ä ^ («, _ ©) 

ober für = ©i ijl biefer SDrutf offenbar = 0, folgli^»: 

0= C e > 

V- 

unb ba^cr ber ©efammtbrutf Don ©^ Ms 0» fitctd^: 

SBcnn bte Kurtje ein $aI6frei§ ijl, fo ift 0^ — 6^1 = tt, 
alfo : 

Slnfgate 250* 6in gleid^fötmifl fd^meter gaben liegt auf 
einem glatten Äreiöquabtanten ^PÄ, bejfen einet ^albmeffer l^oti' 
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>F 



jontal uttb bcr anbcre t»crtifal ijl. IKdtt 
foH bic Äroft F flubcu , ml6)e eben ba« 
'^eraigletten bed fiä^tüeren gaben« i^etl^in* 
betn fann — unb ben 3)ru(f.auf bie 6ur»e 
mit bem ®tm^U W beö g^^benö ut- 
gleichen, — 

5tufUfung, Oc«feiO^ = «, ^^j40P= 0, Z^POp^dQ, 
T bie ©pannnng in P nnb T + dT \>\t \x[ p, p ber auf ^P 
unb dp ber auf /^si ausgeübte 2)ru(f ; fo tt>irb baö gabenetement Pp 
= ds burd^ bie Spannungen T, T + dT, fein ®en)i(^t madQ 
unb 'bur(^ bie 9?eactionen be§ Suttjentogenö i> im ©leiiS^gewid^te 
icf)Ci\Un. klimmt man nun, um biefe SReactionen in ben Oletd^ungen 
ju »ermeiben, bie SKomente in 33ejug auf ben $unft 0; fo ^at man: 

{T -^ dT)a -- Ta^ ma dB, a cos ß = o, 

alf : 

dT = ma cos dß, 
T = ma sin Q, 

toeil in ^ jugleid^ T = o, ß = o x% — 

aber in B ifl jugleid^ T = F unb © = y ; 

foIgKd^ : 

F = ma, 

t>. 6» bie Äraft F mu§ tt)enigflenS bem @ett)ic^te einet bem $alb= 
meffet « gleichen Sauge beö §aben§ gleid^ fein» — 

3)er SDrutf rf/i auf baS 6ur»enelement P/i tüfirt l^er Joon bem 
©ewic^te be« entf^Jte^enben gabenelementeö unb »on ben @))an= 
nungen T, T + dT, unb man ^at: 

, dp = madQ sin + TdQ 

== ma sin d0 + fna sin rf0 
= 2 ma s«7i i/0 , 
golglid^ : p = — %macosß + C. 

3n A ijl aber = o unb /; = o, alfo C = Zma; foIgIi(t>: 

p = 2 ma (1 — cos 0) , 



unb tt>eil in fi', =-Yiii; fo ijl ber SDruct auf ben ganjen Duabranten: 

p = 2ma. 



unb : p_ 2 »Ig 4 

2(ufgabc 251. SDie Äraft Fju flnhert, menn ber Ciuabrant 
ni^i glatt, fonbern rau^ ijl. — 

Sluflßfutig* S)ie Ärafte, »clcl[)c ba« ?5abenelcment P/i im ©letd^^ 
gett)id^te galten, jtnb : r, r + i/i; (a dp^ ma d& unb btc StotmaU 
rcactionen bct Gurtje. SSBenn man, um leitete in bcn ©leid^ungen 
gu öermciben, bic SKomentc in Sejug auf ben ^unft nimmt; fo 
|)at man: 

(T + rfr), ö — T,a + fji, dp. a — ma d& a cos =i o^ 

b, ^.r 

dT . dp ^ ... 



ober: 



gctner tji »tebct: 

rip = ma de sin & + Jd©, 



d® 



unb biefen SBert^ t>on -^ in (1) gefegt : 

j^ + H (ma «m + T) = ma cos 0, 

ober : 

dT 

_. + jttl' = ma (cos 6 — fi sin ß), 

SKttltiplicirl man blcfc ©leic^ung mit e unb integrirt, fo tu 
giW fid^: 

f^e 2ficose + (l^(i^-)sm& ^^^ ^ö 

i e = j — ; — tnae + (/• 

1 + /«•» 

gfir =s Ijl aber m^ t = o, alfo : 



gcrner tji für = y offenbar T = F; folglich : 



unb : 



1 + fi* l + fA^ 

„ l — fA* 2fA — ^ 



SBenn man meiter bte ©leic^ung (1) tntegrirt , f o ergibt f!d() : 

r + ^^ = ma sin &, 

»0 feine Sonflante l^injujuf ügcn ifl, meil 2', /), jugletcfi Joer* 
fd(>mnben» — 2lud ber legten ®Ieid{>ung folgt: 

wia . ^ T 
p = — 8tn& 1 

(A fA 

unb tt>enn ß == y S^K^t »irb ; fo erhalt man ben ®efammtbru(f 
auf ben Ciuabranten: 

ma F ma 1 — u^ ma . 2 ma """ö" 



f* ju ^ 1 + lu'-» fi • 1 +^ 

fjin 



2 ma 



r. 



o 



1 + i" 

31 uf gäbe 252* Sin elajlifc^er gaben AC tjl mit bem einen 
6nbe an einem feflen fünfte aufgefangen unb trägt an 
einem ißunfte B ein @en>i^t; man foH bie Sauge biefe« 
gaben« finben , wenn bie naturli^en ßängen oon JB^ BC 
gegeben finb. — 

Sluflöfuug. S§ fei m bie Cluerfd(>nitt8maffe be« 
gaben« in feinem natürlici^en 3wfianbe, a, b bie uatür= 
filmen unb a\ b' bie au«gebe^nten Sangen üon AB, AC, 
c bie Sauge be« natürlichen gaben«, bereu ©emic^t bem in B bt^ 
fejKgteu ©etoid^te gfeic^ ifl, AP =: x, Pp = ds, T bie Spannung 
in P unb r + dT bie in p; fo muß bie SWajfe be« glemente« dx 
naä) bem ^oofe'f^en ®a^e in bem aSer^altnijfe t>on 1 + J.r; 1 
»ermiubert »erben, unb mithin ijl ba« ©emid^t tjon Pp: 

mg dx 

~ 1 + IT 



gut bad ®{et($getoi(f)t »on Pp ^at man folgli^^ : 

(1 + J.r) dT + mgda; = o, 
unb inteartrt: 

T(i + i IT) + mgj: = C. 

6« iji aber offenbat: 

T=mg (a + b + c)^ tt>enn o: = 

unb: 

T = wg (6 -|- <^) » tt)enn x = «',• 
folglich : 

(« + * + c) [1 + i img (« + 6 + c)] 

= (6 + c)[l + iAmffC* + c)] + a', 

mithin : 

ö' == a + 4 ;img [(« + 6 + c)2 — (6 + c)»] 
= ö + .J img (fl« + 2aÄ + 2öc) 
= a[l+ lXmg(a + 2b + 2c)]. (1) 

®c^t man ferner ÄQ = y, unb bie ®)jannung in § = ^, fo tfi : 

^^1 + li't) + mgy = C. 

3lm ifi aber offenbar: 

t = mgb , üjenn y = o^ 

t=iO , »enn y = b' ; 
folgli^ : 

6' = 6 (1 + i ;imgÄ). (2) 

SBenn alfo T bie au^gebel^nte ian^e beö elaflif^en gaben« AC 
bebeutet, fo folgt au« (1) unb (2): 

l' =za + b + lXmg\a(a + 2b + 2e) + 6»]. 

aufgäbe 253. 6in clafüf^er gaben oon ber naturli(t>en ßange a 
liegt auf einer geneigten Sbene oon berfelben Sänge a, unb wirb 
blo« burcf^ fein eigene« ®tmä)t gefiretft; man foU bie Sänge be« 
©tutfe« bejfelben finben, üjetci^e« »on ber Q>btne ^erab^ängt. — 

Sluflöfung. e« fei ^Cfl ber gaben, 
»elc^er in A an ber f(!j)iefen 6bene befejügt 
ifl, AP = X, Pp = dx, m bie Quet^ 
fd^nitt«ma{fe be« nnau«gebe^nten gaben«, r 
bie ®))annung in P, Z bie in Ay t bie in 




f olgK^ : 



; fo ifl : 



(1) 
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C unb a btc Ittctgung bet Sbcne ^C; fo ijl bie SWaflfc be« gaben^: 
demente^ P/i = ds: 

m dx 
V+Jf' 

unb für ba« ©Ictc^igemcS^t beifelben ^at man: 

^g gi'w ^ djc — o 
"^^ + 1 + ir"^ — ""' 

(1 + ilr) dT + mg sina dx = o; 
T (l + ^XT) + mgx »in a = C. 

Da ferner r = Mfi für a? = « unb r = 2 für s = 

t(l + iJU) + tnga 8ina = Z (i + i XX) , 
(t—Z)[l + IX (tJ^ Z)] + mga sin a = o. 

Segeic^net femer » bie riatfirlic^e 2ange r>on CD, fo ijl a — « 
bie t?on ^(7, unb man ^at offenbar: 

t = mg«, 2 = mg [« 4" (^ — *) ^^^] > 

alfo wegen (l): 

(fl — « h -[- i 3l^g [2« + (ö — ») ««» «] I = ff, 

J Xmg (a — ») [2 » -|" ^^ "^ ^) ^^ a] = «, 

unb wenn »' bie gebe^nte 85nge 'oon CD bebeutet, fo ijl leicht 

ju jeigen, ba§: 

s' = « (1 + ^ Xmgs) 

\% — e« ifl alfo » unb «' leicht ju flnben. — 

Sluf gäbe 254 ®n fe^r n)enig auabe^nfamer gaben ^a ijl 

an bem obern Snbe A be§ »ertifalen ^albmefferd 
,^ OA einea Ärei^bogenö ^Ä befejligt, unb liegt auf 
biefem Sogen; man foll bie auggebebnte Sänge 
be« gaben^ flnben, mm feine natürliii^e gange 
gegeben ijl. — 
SluflJfnnfl. e« fei AP ^ s. Pp = ds, ^AOP = qp, 
_POp := dcp, OA = ay m bie Duerf(3&nittamajfe be« nod^ ni4t 
auögebet^nten gaben«, r, T + dl bie (Spannungen in P unb /i, 
«' unb <««' bie ni^t gebe^nten Sangen oon AP unb Pp; fo ijl: 

rf« = (1 + Vr) rfs'. (1) 



T+dT 3 




SDtc ju ber Sangctttc in P )pataUeUn ßümiponentcn ber auf baö 
®(ement Pp toitfcnben Ärap:e geben für baö ©letd^gewii^t: 

(r + dT) C08 (dq;) + mg ds sin qp = 1\ 

b* ^,: 

dT + mgds' sincp =i 0^ 

intb »egett (1), fot^te wegen » = aqp, d« == ör/cy.- 

(1 + XT) dT -|- wiög^ «i>i (p d8 = o 

nnb tntegrtrt: 

r (1 + I ^,2) — mag cos ip = C. 

Scbeutet nun ß ben SBinfel am SWittetpunfte O, n)elc^er bcm 
Sogen ^a entfpric^t; fo tjl für qp = |9 offenbar T =i o; folglich : 

— mag cos ß =s C, 
unb miti)in: 

T (1 + j^XT) = mag (cos cp — cosß). (2) 

9tuö (1) folgt, menn acp für s gefegt lotrb: 

adq^ = (1 + it2') ds\ 

ober ba X na<^ ber JBorau^fe^ung eine fe^r fleine ®r3§e ijl: 

ds — adrp (1 — IT) = adqi — alT dcp , (3) 

2tu« (2) folgt aber annafiernb: 

T = mag (cos (p — cosß) , 

unb menn man biefen SBert^ t^on r in (3) fe^t: 

ds' = adq) — ma^ Xg {coscp — cosß) dq), 

SBenn man integrirt, fo erhalt man: 

s' + C^=acp — ma^Xg (sincp — ap cosß); 

aber für cy) = o ijl offenbar «' == o, alfo C = o; folglich: 

s = aq) — ma^Xg (sinq> — q) cösß). 

So fei bie natürliö^e Sänge "oon Aa = aß\ fo iji offenbar: 
aß! :i= c/9 — ma^Xg (sm ß — ß cosß) , 

unb ba na^eju (9 = (5' ijl ; fo fann in bem Soefflcienten ber Keinen 
@r56e X aud^ /? für |5 gefegt »werben, fo baß man erpit: 



j$ = ^ 4* makg (sin f( — ^ coa^) , 
»oburc^ bic gcfii(!^te Sangc »on >^a bcfitmuit \% — 

21 uf gäbe 255. 3tt)ct auf bcn glatten [Riefen Sbenen AC, BC 

liegenbe ®tyoxS)tt P, Q jinb imS) 
einen elajHfd^en gaben PQ un bet 
natutlid^en Sänge = a »etbunben ; 
man foH bte ©letd^gewtc^tdlage 
finben. — 

Sluflöfuttg. 6« feien 0, a, ß tefp. bie Sleigungen öon PQ, 
fL<, CT gegen ben^orijont; fo ^at man für bie ®leid^gett)i^t«Iage : 




/^^ la _ Pcotß—Qcota 
tang0:=. p-qTQ 



p«=.[ 



1 + 



XP Af>i a 



cos (a — 0) 



9)J 




jr 




Slufgabe 256. S^^^i gleid^e ®ett)i(f)teP, Q jinb burd^ einen 

elajHfcien gaben PQ »erbunben, beffen na= 
turii(^e 8ange ber horizontalen gcraben Sinie 
CB glei(^ ifl; man foH bie ©leic^ung ber 
Suri)en ÄP, CQ finben, worauf bie ®emi^te 
jletö im ®Icid^gett)i(|)te jinb, inbem ber gaben 
immer l^orijontal ijl. — 

Sluflöfung. 2)nrd& bie SWitte A t>on BC fei AM mütal 
gejogen, AB = AC = a, AM — x, PM = y = QM; fo ijl 
bie ®lei<i^ung jeber ber beiben Surfen BP] CQ: 

SDie gefu(|)teu Surtjen jinb alfo jwei l^albe Parabeln, beren 
®(|)eitel in B unb C liegen. — 

21 uf gäbe 257. Sin f^werer elajKf^er Sling BC toirb über 
einen geraben Äegel mit einer ^jolirten Dberflad^e 
gelegt; man foH feine ®tei(ä^gemi^t55lage flnben. — 

2lufUfung* eö fei O ber SWittelpunft be« 
{Ringet in feiner @lei^geti)i(3^t«lage, ^1 OAB = a, 
bie naturlid^e Sdnge beffelben = Zna, unb fein 
(Bttoi^t = r ; fo ijl : 
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BO = a(l + ^ fFcotga\ 

Aufgabe 258, SBenn Me ©cjlalt bc^ ©eitpol^goue« 




JJ^^ A^ A^ . . . B gegeben ifl, bie Ätafte Pi, Pj, ..., fo me bte 

(Spannungen i', r, , r^ , ... 2'„ ber einzelnen ©etifiürfc AA^, 
A^^ A^, ... ju flnben. — 

Sluflöfung. 2Benn a^, |?^; a^, z^^; a^, /?3, ... refp. bic 
SBinfel be^eic^ncn, md^e bie iRi^tungen ber Ärafte P,, P^, P^, ... 
mit ben anjiogenben ®ei(|lutfen büben; fo tt)irb ber Änoten A^^ 
ImxS) bie 3 Ärafte Pi, r^, r im ©leid^gemid^te gehalten, unb xs^txvx 
man biefelben nad^ ber JRici^tung ):^oix P^ unb nad^ ber barauf nor* 
malen Stiftung jerlegt; fo ^at man: 

P^ — T cosa^^ — Ti cosß^ = o , (1) 

r «iw «^ — Jj sinß^ = , (2) 

föbenfo ^at man für baö @Ieid^gett)tcbt bed Änoten^ A^ : 

Pj, — Tji co«a, — r, coaß^ == o , (3) 



2\ sina^ — T^ «iVi/Jj 



(4) 



u. r f» 3ii bie Sfnja^I ber Änoten ^i, ^,, ... ober bie ber 
Äräfte Pi, P^y Pq» •.. gleii^ '«/ fo erl^äö »tan auf biefe SBeife 
offenbar 2 w ®Iei(t)ungen mit 2 « + 1 unbefannten ®rö§en P^, 
Pa, i'a, ... Pn, T, Jj, i'a, ... r„. SBirb atfo r afö gegeben 
angefe^en , fo i)at man nad^ (2) , (4) ^ . . . : 






n — 1 



sinßi 



fotgti(^: 



_ gt/l«! TT— ^^'^«I« ^<^2 Tuff 
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au« (1) mxi (2) ergibt jt$ fernet burdji eiimmatton i^on ^^ : 



unb e6enfo: 

Slufgabc 259. 2fn einem ißunftc P einer gleid^förmig fd^weren 
Äettentinie JPj^' ifl ein @emi(^t ^aufgefangen; O, O' jlnb bie 
tieffien {ßunfte jmeier gleichförmig fd;merer Äetteulinien , moi^on -^P^ 
^'P Sogen jinb, unb man foH jeigen: bag ^ ber SDifferenj, 
ober ber Summe ber (gewichte i^on OP, O'P gleich ijl, je nad^bem 
)^dxi ben beiben Spgen ^P, jÜP einer, ober jeber fleiner afö 
eine ^albe Äettenlinie ifl. — 

Slufgabe 260. S)ie gorm einer gleichförmig fd^meren Äette ju 
flnben, bereu 6uben an jwei fünften ber Oberfläche eine« geraben 
Äegete befeftigt jiub, unb weldje auf ber Äegeloberflac|)e ru^et — 
Slufgabe 261. S)aö eine gnbe einer i^ollfommen biegfamen 
Äette i>on gegebener Sauge unb gegebenem ©ewic^te ifl an einem 
gegebenen ißunfte befefligt unb gel;t über eine ber Sage na* gegebene 
(Rolle; Jt?el(|)er J^eil ber Äette l;angt im ©leic^^gemid^töjuflanbe >ooxi 
ber SloUe l^erab? — 

Slufgabe 262. !l)ie beiben Snben einir oollfommen biegfamen, 
aber auöbeljnbaren ©ci^nur »on gegebener Sauge, lang« welcher ftd^ 
ein ©ewi^t frei bett)egen fann, ftnb m gwei gegebenen ipunften ber 
Dberfldd;e einer Äugel befefligt ; man foll bie ©leic^gewici^tölage be« 
@ett)id)te« auf ber ÄugeloberflacJ[)e flnben. — 

SDaffelbe ju finben, n^enu an bie ©teile ber Äugel ein geraber 
Äegel tritt. — 

Slufgabe 263. 2Wan foll bie äujie^ung 
/* (Slttractton) beflimmeu, »eld;e eine gteidjfor* 
mig bi(!^te unb bicfe materielle gerabe Sinie BC 
Ip auf einen auger \\)i liegenben materiellen *p«iift 
^ A ausübt. — 

Sluftöfung. m fei JD fenfrecfit auf BC 

unb Pn fenfred^t auf AQ; mit AD werbe ber 

'^'"^ Äreidbogen hDc befArieben» gerner fei q bie 

2)i(i()tigfeit unb w ber Duerfd(>nitt ber materiellen 




83» 

getaben Sinie CS; fo tpirb Mc 2tnjte]^ung, »el^e bad eiement PQ 
berfelbcn auf Un ^mtt A ausübt nad^ bcr Stiftung AP, offenbai: 
au^gcbrüdft butc^: 



2)te af;nli^en SDreiedfc ^PD, PQ» geben aber: 

pq Tn 

AP~ AD 

unb bie afinüc^en JDreiedfe -^/ij', ^P/i geben; 



P« 



_pq 



AP Ab' 

folglich tit: _ _ _ 

PQ ^ Pn ^ P9 
ÄP^ AD. AP Al)^ 

2)er au^brucf (1) mitb atfo : 

Q(a. pq 

i. b» i^be§ Slement Pß ber geraben Sinte BC \^U auf A biefelbe 
Slniiebung au^ , n)ie ba^ entfpredj^enbe Slement pq be§ Ärei^bogen^ 
61>c, unb folglicb ifi bie Slnjie^ung ber ganjen Sinie BC ber be^ 
ganjen fireiöbogen« bDc gleid^; b> \). <^tx^: 



Q(o, bDc Q(o l M 

ttenn r, Ij M tefp. t>m »^albmelfer, bie gange unb bie SWaffe be« 
Slmdbogen^ bebeuten. — 

21 uf gäbe 264. 2)ie 9tnjtebung ju befümmen, ttjeldbe eine 
fe^r bünne fireiöfd^eibe »on ber S)irfe = ä auf einen materiellen 
^unft ausübt, welker auf beut in i^rem 3)2ittelpunfte crri(^teten 
5ßerpenbifel liegt unb \m bie gange / »on bicfem SÄittelpunÖe ent« 
fernt ifl. — 

Stuflöfuug. SSenn r beu |iatbmepr unb q bie SDi^tigfeit 
ber ©c^eibe bejeicbnet, fo ifl bie Stnjie^ung, welche m unenblic^ 
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f^mole^ tingf jrutiged &mexd berfeffirn auf bfti fragli^ ^nft au9^ 
Sbt, offenbar gleich : 

ZfT Q k l r dr 

lod^e fbtjiel^ung nad^ btr Slid^timg bed $tq>enbtfe(d im SRittd^ 
yniifte bet (5(^etbe »irft. ^it Snfte^img ber flai^eti ®(^e vmb 
olfo an^ebruA bur^: 

Senn r = oo n>ttb, fo »irb bie Snite^ung = 2n ^h; b. ^. 
ftei^otebann unabhängig Pf>n ber (Entfernung / bed angejogenen 
^unfted. 

Sufgaiie 265. 3Ran foU bie Snjief^ung ^ beflimmen, u>e(<^e 
ein j(ege( i>on ber Sic^tigfett q, ber $ö^e / unb bem ^olbmejfer r 
auf einen in feiner €pi^e Kegenben materiellen ^nft ausübt. — 

9(uf(6fung. SBenn ber SBinfel an ber 6pi^e bed ftegeld mit 
20 bejei^net u>irb, fo iji bie Snjic^ung einer nnenb(t(^ bünnen jur 
@runbflä(^e bed jtegel^ paraHelen €^id^t bejfelben na^ ber vorigen 
Slufg. offenbar = 2n q (l — cosG) dl, unb fo(gfi(^ bie Stnjie^- 
nng bed ganjen JCegetö : 

ji=2nr (l—coie) f dl = 2nQ (i — cosB) L 

Aufgabe 266. 9Kan foU ben $tunft O ber «se CJ einer 
^albfugel /)^I>' befKmmen , in xoüdfem ein materieller 
$unft unter ber Sßirfung ber Snjief^ungen ber mate^ 
rieOen fünfte ber ^albfugel im @(ei4^gen>t(^te bleibt. — 
«uflöfung. m fei C:d = a = CD, CO = c, 

0B= b, OD = b\ OP = r, OJf = X, PM = y, 

Op = r. Oll» = s\ pm = y\ ^ bie 3>i<^tigfeit, 

A bie Stnjie^ung bed 2:^eiled ^>^^ unb A' bie bed 

Z^eiled isrz^^/r ber ^albhigel; fo ifi nac^ «ufg. 264. 

bie Slniie^ung einer ber 9lbfci{fe ^ = OAf entfpre(^enben , auf ber 

9l;e CA fenfrei^ten, unenblic^ bunnen ®(^i(f^t ber ^albfugel glei^: 

2nr (l——) da;; 




m 

J o ^ 

A r a^c xdx . 

o — = ö — c — / — — • (1) 



Sl)enfo tjl: 



A = 1nq f (1 -y) dx , 

J O 

^ e-f^- (2) 



A r ^ X* dx 

3iwx tfi aber offenbar: 

r» = a?^ + j/» = J-^ + a« — i^oj + c)^ 

_ a» ^ c» — 2cj: = 6» — 2ca?, 

alfo: 

2cj: = 6* — r'> cdir = — rrfr, 

unb : 

ir^/j; 6* — r^ , 

r 2c» ' 

mt\)va. nac^ (1): 

^^a-e + ^ f "''ß'-rVdr, (3) 

tt>enn'man bemerft, ba^ für j;= < refp, ifl: r = j 

SBetter iil: 

« 

/» _ a;'i + y'i == 0?'» + a» — fc — J?';* 

csoa _ e* + 2cx =*» + 2cj:', 

folglich: 

2c;«:' = /a — *S cdo? =: rdr\ 

unb: 



jr rfx' b^ — r 



1 



r' 2c» 

f« W nacj) (2) : 



dr } 



16 



1 /- 6' 



-fL = c+^^ f (b* -r'Vdr', 
(6' ( « 

meil r = l t(i, mm x' = i i^. — 
9Iun tfi aber offenbar: 

6» _ /») dr =^ /" * (A» - r^) dr. 

'"*'2^// *^*' -»•")'''■• (4) 

^a eiiM((^ bei materieKe !ßuiift in O m ©teit^geivi^te 
fein folt, fo mnfe A = A fein, b. ^. wegen (3) itnti (4): 

foljlii»: 

ffiertii^itet man bie Integration iinö fe^t für *' feinen SBert^ 
V'fl» + c", fo ergi&t p* na$ einigen leiteten iHeöucHonen: 



. ß» — 4c» = Cd» — 2«») V'ä*~+c*, 

unb jum Ouabrat erhoben: 

12c* — 8a«c + 3a» = 0, 

a«8 wel(^et ®[eli$ung b« ifflert^ »on c abgeleitet »erben in«6. 
■Wä^erungSmeife tft c = f a. — 

aufgäbe 267. gin gleichförmig bit^ter unb bi«et SSalfen >* 
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>Mf 



^m ^^ mit bem eine« (Snbe A «uf 
eine glatte «^orijontalebene OA unb 
mit bem anbern @nbe B gegen eine 
glatte »ertifalebene OB; in O be= 
flnbet P(|) eine Slnjie^ung^fraft, beten 
Sntenjltat fi^) biteft mie bie ßntfernnng 
anbett; man foH bie ®Ietci;geiDi^t^:* 
läge beö Satfenö finben. — 

2lnflöfnng. (S« fei SBinfel BAO 
z=z CO, P irgenb ein ^unft be^ 33a(= 
fcn«, OP — r, AP = «, iG = ßö 

= a, Z. POA = nnb Ä , Ä' feien bie JReactionen ber Sbenen 
in ^, B; fo geben bie horizontalen gomiponenten: 

C08 (o (%a — 8) d» = 2 a' cosvo; (t) 
o 




bie öertifaten Som^jonenten geben: 



u 



R — W = fsiner da — f sinto « d« = 2ö* sincoy (2) 

J Q 

nnb wenn man bie 2Komente in Se^ug anf ben ^punft nimmt: 

R.2a co8(o = W a costo + B^ 2a smco, 
ober: 

2Äco«ar=r Wcosco + %R' sincj. (3) 

©ubjiituirt man bie an^ (1) nnb (2) gezogenen SSert^e i^on 
B! nnb R in (3), fo ergibt ft*: 

2co8co /"TF + 2ö* «iViw^ = Wco8(o + 2 s«»a>. 2«' cosco; 

fogßd; : 

WC08(O = 0, (0 = ^TT, 

b» {). ber Salfen ^i? mn§ mit ber SSertifalebene OB in Sern^rnng 
liegen, wenn er im ©leid^gewid^te fein fott* — SDie^ ijl ieboö^ 
nfd^t bie einjige ©leicfigewid^tölage beö Salfen^; benn berfelbe ijl 
offenbar and() im ®lei(^gett)i(^te , wenn er in ber horizontalen dbene 
liegt nnb fein eine« Snbe fi^ in beflnbet. — Sei ber 2tnfptellung 
ber ©leid^nngen (1), (2) nnb (3) ijl jlillf^weigenb öoranögefe^t : 
ba§ bie ebenen nnr in \>txi ©nb^jnnften A, 5 anf ben öalfen 

16* 



2H 

einen 2)tud( mi&ben, ml^t SSorau^fe^ung ofenbat nnr in ber er- 
Pen, nnb n i (^ t in ber jmetten ®Ui^%tmä)tÜac(^t jiattfinbet, tt)eöf>aI5 
nnfere {Red^ming Don ben beiben julafjigen SBert^en o unb .J tt oon 
a m^ bM ben legten gegeben ^at — 

Aufgabe 268. diu gleichförmig 
^__^_^___^^ bii^ter unb birfer halten AB loirb auf 
^ ^^"^ ^^ bie 33erbinbung§tinie jioeier Äraftmittel^ 

^uufte IC, L gelegt, »el^e im bireften 
aSer^altniffe ber ©ntfernung anjief;en; man foll bie ®lei^gett)id;tös 
läge beö Salfen« flnben. — 

2luflöfung. S^ fei Pirgenb m $unft be« Satfen^ ^fi, KÄ 

= X, LB = y, KP =z 8, BP = 8, AB = 2«, KL — l, ^ bie 

SDic^tigfeit beö 33alfeng , co fein Guerfi^nitt unb n , f«' bie Sntenjt:» 
taten ber Slnjie^ungömittetpunfte K, L für bie Sin^eit ber ßntfer:: 
nung; fo mu§ für bo^ ®Iei(3^gett)i^t beö 93alfen« fein: 

QCOfJlS ds = / Q(0 lA 8 dS 

ober: 

|m/ 8 da =i fi I 8 (18, 

J X J y 

fA (a; + a) = (A (y + aj — f/ (l -- a — x), 
ffi + f/j CO = fji l — (fA + fij a, 

u l 
X = — -, , ■— ff, 

unb ebenfo: 

ul 

SDerSBert^ \)on s ober 2/ befiimmt offenbar bie ®Iei(^geti)i(^t^fage. — 

aufgäbe 269. 2luf ber Oberfläche 

eiue^ glatten tauglichen ßllipfoibea befln- 

bet jici^ ein materieller ißunft P unb toirb 

j \ ^ X la :^ 0^9^^^ bie 23reun^)unfte S, S'mit Äraften m- 

gejogen, meiere fi($ roie SP\ S'P"^' jjer- 
l;aUeu; man foll bie ®leic^gen)i(^t^# 
läge be§ materiellen jpunfteö P flnben. 
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Stuflöfung* 6^ fei KVL eine Sangente ^n ber S)utd^fc^mtt3= 
eHipfe bed SIK))foibed mit einer butd^ bie brci ^nnftc Ä, p, Ä' ge= 
legten ebene, SP = r, gp — r unb ^, fi' bie ^utenfitaten ber 
Slngie^ung^frafte in Ä, Ä' fnr bie Sin^eit ber Sntfernimg; fo geben 
bie m6) ber Sangente KPL ^erlegten Ärafte für baö ©leic^gen^ic^t 
x^m P: 

II r» cosSPK = II r » cos S PL, 

ober : 

weil na($ ber SRatnr ber (Sllipfe befanntltc^ Zl SPK = «'PL ifi. 
e« ift aber au^ 2a =i r + r% m AB = 2a gefegt ifl; folgli^ 
J)Cit man gnr Sejiimmnng öon r nnb r' bie beiben ©leid^nngen: 

9lnfgabe 270. 3Kan l;at ein glei(^f(i()enflige§ S)reie(f, 
' beffen Seiten gleichförmig bid^te nnb bicfe materielle Sinien bil- 
ben, beren ^pnnfte im nmgefei^rten öer^altnijfe beö Dnabrateö 
ber ßntfernnng anjie^en; man foll ben SBinfel an ber ®:pi^e fo 
b^fümmen: bag ein materieller ^nnft P im ©tcid^gemi^tc bleibt, 
wenn er [x^ in bem ^pnnftc beflnbet, n^eld^er bie '^ o ^ e be§ JDreiedfed 
in einem gegebenen äJerl;attniffe t^eilt. — 

Slnflöfnng. 2Benn a ben 2lbilanb be^ materiellen {ßmifteö 
P i)on ber ®pi^e unb b feinen 2lbflanb "t^on ber ©runblinie bed 
J)reie(fe§ bejeid)net, fo mng ber SBinfel an ber ®pi^e fein; 



= 2arcsinf — j 



3lnfgabe 271. 3^^^ <Jwf einanber fenf rechte materielle gerabe 
^ ßinien ^Ä, AC jiet;en ben im Snbpnnfte be« bon ^ anf B C gefällten 
5per:penbifefö u^P befinbli^en materiellen ißunft P im um gefeierten 
SSeri^altnig beö Du abratet ber Entfernung an; man foH bie 
®rß§e nnb fRidjtung ber Äraft befiimmen, loeld^e ben materiellen 
$unft P im ®leid^gett)id;te ^alt. — 

3luflöfung. So fei AB ==: a, ^C = b, SC = c unb 
fi, bie Sntenjttat ber 9lnjie^ungöfraft für bie ©in^eit ber Entfernung 
unb gange; fo mu§ bie 9lic[;tung ber gefud^ten Äraft mit AB d- 
MX{. SBtnfel J)on 45^ bilben, unb i^re ®rJge mug gteid^ fein: 



SM 



StufgaBe 272* J)ie Seiten eiueö JDreietfe^ jtnl) homogene 
materielle gerabe ginien, Deren ^ßnnfte im umgefe^rten 33er^Slt= 

niffe beö Du abratet ber Entfernung anjie^en, unb innerhalb beö 

SDreietfe« beflnbet jid^ ein materieller 5punft P; man foH bie (Re= 

lationen flnben, wel^e jtt)if(i{)en ben »on P auf bie ©eiten beö 2)rei= 

edfe^ gefaßten ^erpenbifeln^, *, c unb im SBinfeln a, ß, y jiatt= 

flnben mujfen, »elc&e bie »on P na^ ben Scfen beö SDreietfeö 

gejogen^n geraben Sinien mit einanber Silben , bamit ber materielle 

^punft Pim ®leid^gett)i^te ifi. — 

Sluflöfung. S)ie gefu(^ten SRetationen jtnb: 



a 






1^ 

b 



1^ 
c 






sin i /? «171 J y 



5(ufgabe 273» aKan foH bie ©lei^ung ber Surtje jtnben, toetc^e 
ein »ollf ommen Hegfamer gaben (Äette) unter ber SBirfnng einer a n - 
äie|)enben Sentralfraft bitbet. 

2luflofung. m fei APB ein be= 
liebigeö ©tudf biefeiS gabeng, S ber 2Äittel:= 
ipunft ber 2lnjie^ungöfraft, P irgenb ein 
^unft beg gabenö, PT eine Jangente 
an biefem ^punfte, SF ein ^ßer^jenbifel 
i)on Ä auf PTf p ein bem ißunfte P un* 
enblid^ na^eliegenber ^ßunft beö gabenö 
unb p£ eine Sangente in p, OP bie JRor^ 
male in P unb Op bie in /;, fo ba§ 
ber Ärummuug§mittel^)unft unb OP ber 
Ärümmungö^albmejfer für ben ^ßunft P ifi. gerner fei OP = q, 
SP = r, SY = /;, z: SPT = <p, Z: ä:Oj» = 1/;, m bie Ouer:. 
f(|>nitt$maffe in P, T bie ©ipannung in P, T + r/T bie in />, i^ 
= ds unb F bie Sentralfraft in Ä; fo ^at man für ha^ ®leid^= 
getüi^t beg gabenelemente^ Pp, menn man bie barauf ujirfcnben 
Ärafte re(|)tn)inflig gegen PT jerlegt : 

Fmdssintp = (T + dT) coapkO = (T + dK) stnip, 

ober ttjenn man nur unenblic^ Heine großen er jler Drbmmg beibel^att: 




dfo: 



SIT 

Fm da 8inq> =: T. xp = T. —. 



T 

Fm sino) ==z — • ♦ (ä) 

Q 



gerncr geben bie ju PT iparattelen Somponenten : 

Fmds C08q> == (J + dT) sin OKp — T 

= (T+ dT)8in\p— T, 

ober unenblic^ flehte ®r5gen ^5^eter Drbnung ^mttjeggelajfen : 

Fm ds cos(p = dTy 

«nb »egen ds cosq) =: dr folgltd^ : 

Fmdr=zdT, (b) 

df ti 

2Begen q= — r — unb sincp = -^ folgt m^ («): 



dp p 



unb mitf^in aud (ft^: 



du dT 

zZl -1- _ — 



dfo: 

too C eine n)i(Ifür(i(^e Sonflante ifi. 

SWan l{)at «Ifo für bie ©leic^ung b^r Äettenlinie ^mtft^en p unb 
r, menn bie gorm oon F gegeben ijl: 

^= T^flmdr' (") 

SBenn ben SBinfet PSF bejeidg^net, n^el^en SP mit irgenb 
einer gegebenen 9ti(5^tung SV bilbet ; fö i|i : 

r»r/0 

^ ~ ^ (dr^ + r^dS^y 

unb folgliil toegen (c), njenn/i^m dr == r gefegt totrb: 

. Rr^ de ^ C -/^ (dr* -f r^ d[0«^. 



mfWf3 



ober: 



alfo enbtt^: 



Ä» r* rf©» = C« (dr^ + r» rfÖ»^; 



d0 = 



Cdr 



(d) 



»clc^ea bic 2)iffcrenjtalgleid^ung gtt){f(|)en r unb ber Letten- ober 
gabenltme tfl, »tc jle 3o^. SSernouUt angegeben ^at — 

!Die Spannung r ergibt fld^ on^ (*), fobalbFate gunction 
üon r gegeben tfl* — 

SBenn bie Sentralfraft flatt atttactti), reputftt) \% fo mug 
überall — F jlatt F gefegt werben. — 

31 uf gäbe 274» 2)ie gorm ber Äettenlime ju flnben, wenn 
bie Kentralfraft eine anjie^enbe ijl, i^re Sutenjitat im um = 
gefeierten Ser^altniffe be^Duabrate^ ber Entfernung fie^t unb 
m conjiant ifl. — 




Sluflofung» S« fei S ber 
OKittelpunft ber Ärap, SO ber J»a^ 
biudijector, meiner bie ßuröe JOB 
recl^twinflig burd^fc^neibet, t bie 
Spannung in 0, SO = c unb k 
bie Slnjiel^ung für bie Entfernung c ; 
foifl: 



^ Ä ^fFmdr =fk — m dr :=z C — 



nike^ 



tt>o r eine »ittfurlic^^e 6on|iante ijl. aber m6i {b) ijl r 

folglich: 

t == C — mkc, 

unb: 

r = Ä = < + m*c — ^^. (e) 



ä; 



9ia(^ (d) ifl alfo : 



Cdr 



\(t + mkc -J^y r» - C»Y 



aber nad} (c) iji wegen p =z o mbT= t für ben {ßunft offenbar 
C = et; folglt^: 

ctdr 



de == 



\(t + mkc + !^^)2r^^cU^V 



®e^t man gur Slbfürjung ^ = nmtc, fo tfl: 

r V(n + l — —) r» — «ac'» 1 
_ ncdr (/) 

J)ie @Iei(^ung ber Äcttenltme, »cld^e jtd? bnr(|i Integration 
biefer 2)ifferenjialglei(|)ung ergibt, nimmt brei ijerfd^iebene formen 
an, jenad^bem «>, = ober < 1 i% 

gur w > 1 unb unter ber Slnna^me : bag = tfl für r 
== c^ iji ba« Sntegral ber ©(eic^ung (/); 

(n -^ l) c 



ncos[(n^ - l/-|] - 1 



gut II = 1 unb unter berfeften SSorau^fe^ung ifl bie ®lei= 
4^UQg ber fiettenlinie: 



c 



1 — Q» 

gür « < 1 unb in ber glei(!^en SBorau^fe^ung iji bie Oleid^ung : 



gerner iji m^ (c) wegen C = c e : 

et 

nnb mitfiitt wegen (e) : 

et nc 



P — 



_ mkc^ , - c 

mkc n + l 

r r 



®e^t imn ^tettn r = <x>, fo erhält man : 

nc 

worauf erhellet: bag Mc ben brei SBertfien öon w cntfprc^cnben 

flC 

brei Äcttenitntcn alle in ber Entfernung — j^-j ^om SKittetpunfte ber 

Slnjie^nng^fraft Slf^mp toten l^aben. 

®e^t man in ben @lei(|mngen ber brei Snr.Den r = oo , fo 
ergibt ji(^ für bie Steigungen ber beiben Slf^m^Jtoten jeber ßurt)e 
gegen ben 9?abiuö))ector SO: 

n In 

arc €08 



yfn^ — \ 



1, ^ v i + Vi-^\ 



Stuf gäbe 275, 2Kan foU bie ©leicfiung einer gleid^formig 
bitfen unb bid^ten Äettenllnie AOB (gig, auf ®* 2480 flnben, »enn 
jl(^ bie Sntenfitat ber i>on Ä au§ge|)enben Slnjie^ung^fraft xok bie 
/t4*^ ^potenj ber Entfernung tjerl^dtt, unb bie ®:|)annung in ein 

, be« ©emrdg^te« einer Sauge SO ber ßette iji, inbem auf je^ 

be§ Element biefer Sänge eine conjlante Äraft wirft, tt)el^e ber Stn= 
jiel^ung »on Ä auf O gleid^ ifl. — 

9luflöfung, SBenn bie Sejeid^nungen ber borfjergel^enben Jtuf* 
gäbe beibehalten n^erben, fo ifi bie gefu(|>te ®teidf)ung: 



(t) 



)U 4« 2 

= cosriii + 2;0. 



Slufgabe 276, J)ie ©leidbung einer gleii^fdrmigen Äettenlinie 
SAOB jn flnben, menn i^re beiben Enben in bem SRit* 
telpunfte S einer abjiogenben Kraft befeftigt jinb, be= 
reu 3ntenfttdt jid^ umgefe^rt wie bie i»*^ ^otenj ber 

Entfernung t^er^alt, inbem bie Spannung in ein 

1 

_ . beö ®ejt>i(f>teö einer Sauge SO ber ^tit^ \% n^enn 

auf jebeö Element biefer Sauge eine conjlante Äraft xm% 
rot\6)t ber Slbfiogung ijon S auf gteid^ \% — 

3luflßfung, SBenn bie Sejeid{)uungen bie frfi= 
l^em bleiben, fo ijl bie gefud;te ©lei^ung: 




\ 



(t) 






= COSffA — 2) 0. 



aufgäbe 277» ?luf einen materiellen $uttft mitfen jwei »n* 
gie^ungdfrafte, beten Sntenjitäten jtci^ um gelehrt »ic baö Du abrät 
ber Entfernung »erhalten ; man foll bie Olei^ung ber f^lac^c finben, 
auf tt)eJ^er ber materielle ^unft unter ber SBirfung ber betben Sen= 
fralfrSfte in ieber Sage im ©teidS^gewid^te bleibt» — 

Sluflöfung» (5^ feien fi, /*' ixt Sntenjttaten ber beiben' 
Sentralfrafte für bie (5inl;eit ber (Sntfernung, r, / jnjei gleic^jei:' 
tigc äbflanbe be^ materiellen ißunfte^ t)on itn beiben Äraftmittel^^ 
})unften unb a, a gegebene SBertl^e i^on r, ,r ; fo ijl bie gcfuc^^te 
©teid^ung : 

r r a a 

Stuf gäbe 278. aWan foU bie 2tnjie^ung befiimmen, n^etd^e 

eine fe^r bünne homogene Äugelfd^alc »on ber SDi(^tigfeit q auf 

einen au§er:^atb bcrfeJben liegenben materiellen 5punft ausübt. — 

«ufUfung. e« fei ber 2»itterpunft ber flugclfd^ale, Pirgenb 

. ein materießer ißunft unb dr 
bie 35i(f e bcrfclben, C ber an* 
gezogene 5punft, OC = c, 
^ ^POC = e. OP = r, 
mPMn eine auf OC fenfred^te 
6bene, ^ mMP = (p unb PC 
= y. 2)ie ©efammtanjiel^ung, 
met^e bie Äugetfd[)ate auf ben 
{ßunft C ausübt, ijl offenbar 
na^) OC gerichtet. SBenn jt* ferner OP in ber Ebene MOP um 
burc^ ben unenbüd^ Keinen SBinfet dQ bre^et, fo befc^reibt Pben 
SBeg rdQf unb menn jid^ bie Ebene OPjW um OC burdj) ben uu:* 
enbli(6 fleinen SBinfet ^qp bre^et ; f o ijl ber üon P befc^riebcne Siaum 
= r sinq) dq>, unb ba dr bie 3)i(fe ber Äugelf^ate ijl; fe ijl bad 
SKajfenetement berfelben bei P gtei(^ (> r d&. r smß dtp. dr. =s 
Qr* sin © dr d& dq). SBirb ferner bie Slnjiel^ung ber SKajfenetn^it in 
ber Sinl^eit ber Entfernung jur 9lnjie^ungöcin^eit genommen, fo 
tt)irb bie Slujicl^ung, n^elc^e ba« SKajfenelement bei P auf ben $unft 
C naä) PC ausübt, au^gebrütft burd^: 




Q r^ sin dr d@ d<p 



y' 



unb folglich btc 2liyic^uttg, ml6)e P auf C m^ OC ausübt, hmä) : 

Q r* sin © dr d0 dcp c — r cosS 



.. (^) 



y'^ y 



Slun iji aber: 

^» =s c* + r^ — 2 er C08&^ 



folgli^: 



y dy . ^ ü^ + c 



«f» 6 dQ = ^— ^ unb c — r cos = 



2 



er 2c 

unb wenn man bicfe SBertl^c in (/a) fub jlitiurt ; fo tt)irb bie Slnjie^ung 
t>on P auf C nad^ OC au^gebrucf t bur4) : 

Q r dr 



2c3 



(l + ^^^^) ^^ ^'J^- 



2)ie Slngic^ung A, xot^t \>it ganje Äugelfd^ale auf ben ma^^ 
terieüen jpunft C no^ ber JRidfitung CO ausübt, ifl mithin: 

Q r dr r c ^ r r 2 n 



2c» 



/;_;/. ('+^^)*'' 



C* ~ y ^8 

_ gKaffe ber ^ugelf^ale ^ 
Giuabrat ber ©ntfernung 

^terau^ erneuet: ba§ bie Äugetfd^ale ben auger^alb berfelben 
liegenben materiellen ißunft C gerabe fo anjiel^t, afö n)enn i^re SRaffe 
ini^rem aRitteI))unfte Dereiutgt xoht. — Slud^ eine mafftDe 
^ugel, x&t\^t enttueber l^omogen ifl, ober clm^ l^omogenen Concentrin 
f(^en Äugelf($i($ten befielt, jiel^t einen auger i^r liegenben mate» 
tießen ipunft ebenfo Mf atö wenn i^re ÜÄajfe in i^rem 2RitteI^)Urtfte 

ijereinigt i^are, unb ijl folglich = ^g^^^^^^^^^^ ; alfo für einen auf 

ber Dberfl[ä(^e liegenben Spunft: 



»0 a ben ^attmeffct ber Äugel bejctc^nct. — 

2luf gäbe 279. SDie Slnjie^ung ju bejlimmen, m\d)e eine fe^t 
bunne homogene Äugelf^ale auf. einen innerhalb berfelben liegen^ 
ben materiellen ^nnft ausübt — 

3lnflöfung. SBenn man ^an^ me bei ber i^orl^erge^enben 
SluPfifuug »erfährt ; aber r — c unb r + c für bie ©renjen »on y 
nimmt, fo erf)alt mau für bie gefudfite 2lujie^ung': 

'-^/Z' (• -'-^■)*="-^««-w=»- 

2)er materielle ipunft befinbet ftd^ alfo innerf^alb ber Äugele 
fetale in i e b e r Sage im®Ieic^gewic]^te, ujenn feine anbere Ätraft, 
atö bie 9lnjie^uug ber Äugelfd^ale auf i^n wirft. — 

2tufgabe 280, 3Ran foU bie änjie^ung beflimmen, »eld^e eine 
maffit^e ßugel auf einen in i^r liegenben matericflen ^unft ausübt.— 

2tuflöfung. 6^ fei d bie Entfernung beö fünfte« \>om mttth 
punfte ber ^ugel, unb man benfe jid^ eine concentrifc^e Äugelfla(3^e 
Don bem '^albmeffer d; fo I;at bie abgef4)nittene ^igetf(|>ale 
mii) ber »origeu »ufg. auf hit 2tngie^ung feinen ßinfluS, fo iai 
man blo^ bie 2tnjiel^ung ber Äugel üon bem ^albmejfer d ju ne^= 
men ^ot, ujeJc^e mä) 5lufg. 278, gleid^ t^rp. d'iji; b, f>, jte iji 
ber ßntfernung be« angejogenen jpunfte« üom 2RitteI))unfte ber Äu- 
get ^)ro)3ortional — 

Stuf gäbe 281, SKan foll bie 9tnjie^ung beflimmen, »etcfie 
eine fe^r bunne l^omogene Äugetf(^ale auf mtn anger^atb berfet«* 
ben tiegenben materiellen ^unft ausübt, loenn ia^ Stnjie^ungögefe^ 
allgemein i>\xxä) q> (y) au^gebrücft tt)irb , inbem y »ieber bie 6nt= 
fernuijg bejcid)net, — 

9luftöfung» SBenn man ganj ii^nliä) \m in Stufg* 278» ut^ 
fa^rt, fo ert;att man für bie gefuc^te Slnjie^ung: 

itQ T dv /" c + r 

-Ti — / (y^ + c^ — r^) <p (y) dyt unb t^eitweife integrirt : 

= e.ü^ [fy^ + c« - r^fq, (y) dy--2f(yfq> (y) dy) dy] 
no r dr T , ' -y t^ r 



2S1 



9 Vc + r; i V^Cc + r) 



i—1 ^' Cc — r) + — V/ (^c - r^] 



Stuf gäbe 282, 3)ie 2tnjtc^ung ^ einer fe^r bunnen ^omo^ 
geuen Äiigelfc^ale auf einen in i^r liegenben materiellen 5punft ju 
finden, n^enn t>a^ Sln^ie^ungögefe^ allgemein HxSi) q> (y) m^-- 
gebrücft wirb» 

Stuflöfung* SSerfd^rt man tt)ie xxi ber legten Slufgabe, nur 
mit bem Unterfd&iebe : id^ man r — c^ r + c für bie ©renjen t?on 
y nimmt ; fo erl^alt man : 

[T 'A^ C 1 

— ^ (p' (r + c) ^ — xp(r + c) 

+ — ^ 9» V»- — c; + ^ 1/» t^r — e)\ 



^InqrdrL [-^^M>±jZj=JiiLZlj£Z"| 



»eifptel 1. e« fei 9 (r) = i-, fo ifi 9' (r) = — — + C, 

T T 

t// (r) = _ r + |- r« + C", 

»0 C. C wiatüriidfic gonpanteit jtnb. 

gofgtic^ iü W »on ber Äugeifcfiale mtf einen augern g5untt 
au3geü6te Stnjte^iung: 



c 



2 



^ me SCnfg. 278. 



imb bie auf einen innern ^unft aui^gcubte Slniie^ung: 



= 27rp r rfr ^ [— 2 + 2Cr] = 0, mie 9üif8. 279. 
»eif^)icl 2» e^ fei tp (r) = r, fo ijl: 

nnb folglich bic »on ber Äugdfc^ate auf einen äug er n materteUen 
gJuuft ausgeübte Hnjie^ung: 

"^ 8c J 

= %nQrdr ^ [c^r'\'r^ +2Cr] 

= 47r() r^ rfr. c = 2Waffe ber ^ugetfc^ale x Sntfermmg; 

b, ^. bte Slnjie^ung iji biefejbe, atö iDenn bie SKaffe ber Äugelfd^ate 
in t^rem 2Rtttetpunfte conceutrtrt tt>are* — 

5lufgabe 283» ^m foll befiimmen, bei melcfien 2lnjiel;ung^:= 
gefe^en e§ gemattet ifl: ji^ bie SWaffe einer Äugelfc^ale bei ber 
33ere(]^nung i^rer 2(njie^uitg auf einen augern ^ßunft in i^rem 
SWitteI)3unfte concentrirt ju benfen? — 

2tuftöfung. (S^ fei 9 (r) baö Slnjie^ung^gefe^ unb %p (r) 
= / [^ / 9 (0 ^^] ^^ f fö ^^^ öi^^ wnfer Seibel^altung ber frühem 
Sejeic^nungen für bie Sln^ie^ung ber im SWittelpunfte concentrirten 
a»ajTc ber Äugelfd^ale : 

AnQ r^ dr q> (r) 

ünb für bie ber nid^t concentrirten 3Waffe berfelben ©c^ate: 

S)a nun beibe Stnjiel^ungen einanber gleid^ fein foUen , fo ^at 
man iie ©leic^ung: 

2"^.(^)="^l~ T"^ J 



_t, ± rdipjfil r_ 1_ i* V> (c) r» "j 

— '' c L de ' c ■*' 1.2.3* «fc* c "»-••• J 

@d tfl alfo für jeben Sßeit^ )?on r: 

GS ijl akr: 
l^> = c/9(c)rfc, ^!^0 =/^ (e) rfc + c <p (c), 

9la(i(^ ber erflen ber ScbingSglcic^imgcn (/«) ijl alfo: 

-^(0 + — 5^ =3C, 

witb menn man mit c» muWpIicirt unb bann integritt: 

c* <p (c) = Cc8 + C, 

alfo: 

tt>o bie Sonjlaittcn C, C unabhängig ftnb oon c 

SJie ©ebingung (y) genfigt aud^ allen übrigen ber 5Bebtngnngen fi» 
go(g(i<$ ftnb bie gefui^ten Snjie^ung^gefe^e : 

1) bad, n)D {icb bie ®tarfe ber ^[njie^nngdfra^ bireft n>te bie 
Entfernung i^erbalt, 

2) bad, n)0 {i$ biefe ®tarfe umgefel^rt n)ie bad &uabrat ber 
Sntfermmg ^erf^&U, unb 

3) bad, n)o tf^eild bad eine unb t^eitö bad anbere @efe^ ^att^ 
tinbet. — 

Aufgabe 284. 9la<$ n)et<$em ®efe^e muffen bie materiellen 
2bei(<$en einer Jhigelfi^Ie anjie^en, »emi ein in i^r liegenber ma« 
terieOer $unft in jebet Sage im ®Iet<$geu)t((te bleiben foD? 



897 



alfo: 



« 

auf litfung. 3n bicfcm gaHe mufe für icbeti SBert^ öon c fein: 

_d r y rr + c; — y; rr — c) 
de l c 



]=0. 



rf v (0 



rfä t/; (r) 



+ ••• Cy 



dr ' 1. 2. 3 dr^ 

»0 C eine \>o^ c unabhängige ©onjiante ifi; fotgfi(^: 

^V^(r) _ ^ d^ xp (r) _ 

^;s^ — - ^' -^^^T- — "' •••• 



(«) 



2)ie fflebingungen (a) werben aber alle erfüllt, wenn bie erfie 
e^ ijl, b, 1^, ttjenn: 

rfff (r) dr = — r, alfo: 9 (r) = — , 

b. ^. ba^ Stnjte^ungdgefe^ baö Stetoton'fc^e ifl* — 

Slufflabe 285. aWan foH bie 2lnjte^ung bejiimmen, »elc^e ein 

abgeplattete^ ©p^aroib »on fe^r fleiner ®ni^)ticitat e auf einen 

unter feinem ^ßcte beflnbli(3^en materiellen ^unft ausübt, wenn ba^ 

2lnjie:^ung«gefe^ ba^ 9?en)ton'f(i&e \% — 

Sluflöfung* e« feien APBp, AQBq 
bie S)urc^fc^nitte be« ©p|)aroibe^ unb ber 
bajfetbe üon xMMtw beru^renben Äugel 
mit einet burcfi bie 2tje beö erjiern gelegt 
ttx^ (Sbene, AM = Xy MP = ify AC 

e eine fe^r fleine ®r6§e ifl; fo i^ bie 
(Kajfe be^ j»if(^en ber Äugel unb bem 
©^)^aroibe liegenben JRinge« Pp i)on ber 
I)i(fe dx gteid^: 




TT 9 y» (to O -" — ); 



ferner : 



a 



Afl — yflcx, y» = — (2cx — x*), 



unb wenn man alle Z^cxtä)cn be« (Ringet Pp ate un bem ^ole ^ 
gleid^weit entfernt anfielet; foijl bie ^ujie^ung, m\d)e bieferSling 

17 



238 

auf einen in J beflnMid^en matetieUen {ßunft naö^ ber {Ri^^hmg AB 
ausübt, gleid^: 

^p y^ä^(\ — ^—). ^s- • -7=== = -r-^ (2cx^ -^x^)dx, 

unb fotglid^ bie «niie^unfl be« Untetfi^iebe^ bet Äuget unb be« 
®l>^atoibe^ 






2e 



(2cxi — ä:^) d9. 



^ fkc 4c\ X^nqec 

SDte Slnsie^ung, \tt\^t bie Äugel auf einen in A beflnblid^en 
materiellen ^unft auöuBt, ifi aber m^ 5lufg. 280. glei^ "Ip' 

unb folgtid^ ijl bie «njie^uns be« @^>^ifoibe6 auf benfetten mate* 
terteHen %m\i\ 

SBenn c> a, b. f). ba^ ©^^aroib tanglid^ ift, fo ijl ^ ne= 
gati»), unb folglid^ feine 3tnjie^ung auf einen unter feinem «Pole 
Beflnblit^en materiellen $unft: 



=:^ il 



he 



Je. 



«ufgaN 286. mm foH bie »niietiung befiimmen, »eld^e 
ein abge:t)lattete« ®:pf)äroib J)on fe^r geringer (Sllipticität e auf 
einen unter feinem «equator l&eflnbliö^en materiellen ^ßunft A au^^ 
übt, »enn m ?lnjie^ung«gefe^ ba« S^etoton'ftä^e ijl. - 

SlufUfung. 6^ fei DC bie 
SDre^ungöaje, AQBq ber S)ur^f(|nitt 
ber um t>({^ <S)p\hoH> befcl^riebenen 
Äugel unb APBp ber be« ©i^^äroibe« 
mit einer burö^ bie SDrebung^aje ge:' 
legten Qbene, ^C=a a, CD = c, 
A ber 2lnfang«:punft ber Soorbtnaten 
unb Aß bte %it ber jp; fo ifl bio 
®tei$un^ ber erjqugenben^il^fe; 




c 



y» == — ßax — x*). 

a5enft man ^6^ ferner auf ber 2tje ber x g»ei einanber nnenb* 
Ii(^ na^eliegenbe fenfre(|>tc Svenen, »elc^e ben Stbfciffen x unb 
j; + <to entfpredj^n ; fo ifl bic jmif^^en biefen ©bencn Kegenbe 3Waffe 
ber Äuget: 

=^ UQ — y^ dx 

unb ble jtt)ifc{^eu benfelben Sbenen ttegenbe SWaffe be« ©j)]^aroibeil : 

=s: no. — y* dx; 

^ c 

folglt^ bie I)ifferenj beiber: 

= orp e f2aa? — a?*>^ da:. 

S?un ijl aber bie Entfernung iebeö S^eö^en« biefer ÜRaffe Don 
J na^eju = ^Q = V2fljr, unb fofgli^ feine ?tnjie^ung auf ben 
materieUen $unft A m^ ber 9{e ber a; glet(!^: 

2a^ — x^ X 
ng e. — jr • _ dx 

= — ^^^ f 2«^ — «*) <if ; 

alfo bie Slnjie^ung be^ ganjen augerl^alb be^ ßHipfoibeö liegen- 
ben J^eile^ ber Äuget: 

%ayf%aj q 

Sng a e 
~ 15 

3)a enblidf^ bie 5ltt|{efiung ber ^^nitn Äuget = Itt^ö {fi, fo 
ijl fotglid^ bie be$ Sp^aroibed: 

17* 



ti9 uiib Mgfic^ He Sn^^ang bcs tosglu^ Si^bombci oaf eia» 
niittr feinem ^e^uolvt Htabfi^n natcxidlcK ^ßnft: 

Aufgabe 287. Ttm foO genseb ^ Sere^nng her 9h^ 
Sterling aMeites, xmI^ mt Mtebige SRof^ of eine« k^I ;■ i^, 
o^eT 5n ibr gebrrigen moteririleit ^ßnift ausübt — 

9iif(jfung. 6)» feien/, g* ^ üt 6i>0iMnaten ^ed ongej^ge^ 
nen ^nfteö nnb ^, ^, C bie onf tenfdtai Mn tet betcü^telni 
Stoffe na^ hen Sjen ber x, ber jr, bei 2 ondgciftleK 9nji^nngeK; 
fo bar man ^nbor: 

■«' It/- JT)« + (^ -,)• + (*_ 2)«]^' 

n — m 9(^ — 9)^^^ ^ 

r»_ /yr g (* — 2) fe ^ fc 

»0 bie 9ren$en ber Sntegtole bn^ bie Slet^nng bei Cbeifli^ 
be^ onjiebenben Siitptc^ beßimml iMben. — 
Stnier fei: 



r^M ur^..,'*'*'.^ 



[</-')» + (ff — jr)» + (* - *)M* 

fo t^ »jfcnKtc: 

«^^^yyr gßC/-.r)'-Or-jr)* — (* — x)']^rf5<« 
d*r_j^ 9 [t (g-s)»-(f— x)» — (* - x)'l ix dg ix 



S61 



4/^ "^ i/g» + dh^ 



r.ry. 0. ÜX Üif ÜZ 

~ JJJ [(/ ^ s)- + (g^ - y)^ + (Ä - .)^]^* 

SBenn ber augcjogenc materielle $unft n i d^ t gu ber anjie^enben 
SKaiJe gePrt, fo Munett a?, y, z rcfp, nie gleid^ /, ^, A njerben; 
folflli^ ijl ba« btetfad&e Sntegral fletö = 0, unb mithin: 

d'V d-V d-v_ 
■^+ ^ + "5P=^' ^*> 

SBetitt aber ber angejogene $unft ju ber anjiefienben SWaffc 
gehört, fo flnbet bie ©leid^uug (1) ni^t me^r flatt, iDeil bie ©rfiße 
unter bem 3ntegralje{(3^en in («) für ^ = /, 3^ = g-, j? = ä wnter 
ber nnbefiimmten gorm % tx\i)tvxt — 

Um in biefem galle ben SBert^ be'6 erfiett J^eile« ber ©teid^ung 
(1) ju befiimmen, benfe man ^i) um ben 5(nfang§punft ber goor^^ 
binaten afö aWitteI^)unft eine Äugel befd^riebcn, »elc^e ben angeboge- 
nen ^punft in fic^ ft^Iiegt, fo jerfaflt V in jtoei 2f)eile ü, V, 
tt)oüon p^ £7 auf bie Äugel, unb l/' auf bie außerhalb berfelben 
liegenbe SWajfe bejiel^t, für melcfic man ^at: 

tt)eil ber angejpgene ^unft nicfit ju il^r gel;6rt 6« ifl: fo(gtt^: 

df^ dgä + dA3 ~ d/-^ + d^« "*" dÄ» ' 

9iun jtnb aber t- jf» -^ JZ^ "^ dh ^^^ 2lnjie^ungen, 

m\ift bie Äuget nac^ ben Sljen ber a?, ber if, ber z auf ben ma* 
terieffen ^ßunft ausübt; foIgU(3j) na^ 2lufg. 280: 






atfo: 






d/^2 ^'^^' ^— ^"^' rfÄ» 

unb mithin enbft^: 



aSeifi^iel 1. ü»an fott »cnnitteljl ber gotrael (1) bie Slnjte^« 
xm% einer ^uge( auf einen auger^alb berfelben (iegenben ^unft 
bejHinmen» — 

^uflofung. dd fei ber 9XttteI)}itnft ber JCugel ber 9[nfansd)>tinrt 
ber ßoorbinaten, unbc»=:/^+g* + Ä*; fo tleiht bie Slngie^ung 
»egen ber fpmmetrifc^en gorm ber Ängel offenbar bief elb e, fo lange c 
benfelben ®ert^ be^It, goIgIi(^ ifl F Mo« eine gnnftion »on c, unb 
nur mittelbar eine gunftion oon fy g, h, Ttan ^at alfo: 



dF 

äf 


dF 

"»de 


de 


dF 

de 


L. 

c 




d'F 

df* - 


1 

c 


dF 

de 




m 






d»F 
~ de» 


r 

C3 


+ :• 


dF dF 

de de 





ßtienfo finbrt man: 

d*F _d*F X 4. JL. ^_ £r. ^, 
<^» <fc» c* c de de c* 

unb: 

i*F _ d»F A^ . J^. dF_ dF k^ 
«/Ä» ~ de» * c» "*" c * de de * c» ' 

m ifl mithin enbit(|): 

d»r . d»F , d»r « d*F , 2 dF 
df^ <i^» dh^ 4e^ ^ c de 

aRu(t{))Iicirt man mit c^, infegrirt einmal, unb btoibirt bamt 
t>nxä) c^; fo ergibt fi^ bie 9lnjie|^ung ber St\i%tU 

dV A 

I3S •■^~ "~"^ SSS "^-^ • 

de c* 

©eif»)iel 2, Sermittelfi ber gormel (2) bie anjiel^ung gn 
beliimmen, tt>eI4>e eine fiugel auf einen in i^r Uegenben materiellen 
^unft ausübt, — 

9uf(6f ung* $ier ^<x\ man: 



d^V , Z dF , 

1- — • — - = — 47rp, 

de» ^ c <fc ^ 

unb trenn man mit c» multi^licirt unb hierauf intcgtttt : 

de 

aber für c = ifi ^ = 0, ^ol^m A=0, unb mitl^in 

bie gefüllte Slnjic^ung: 

dF 

»eif^)iel 3. aScrmüteljl ber gönnet (I) bie Stnjie^ung ju 
befiimmen, mlä)t ein €^tinber \>on unenblid^er Sänge auf einen auger 
i^m tiegenben materiellen ?punft ausübt, — 

SlufUfung» SBegen ber f?mmetrifc(jen gorm unb ber un^^ 
enbU(!^en Sänge be^ ßijtinber^ iji einleu^^tenb : hai bie Stnjie^ung 
biefelbe bleibt, fo lange bie Entfernung c be« angebogenen »punfted 
»on ber Slje be« S^tinber« biefelbc bleibt, — Stimmt man alfo biefe 
3[je für bie ber z, fo ijl c» = r* + g^ nnb F bloö eine gun^ 
tion »on c, morin A ^ nur mittelbar h\xä) c »orfommen, aber h 
gar nidS)t» Die ®leic()ung (1) rebucirt ^ä) alfo auf: 

df- ^ dg^ 

9lun ijl aber: 



d 



fotgIi(ä^: 



' df^ dc^ c* c de de c 

d^F _ d^F ^ . _1. ^ _ ?i[f . £! 

^^ de" * c» ■" c * de de e^ 



d^F . d^r d>r , 1 rfr 



dp dg^ dc^ * c de 

aWnltiplicirt man mit e unb integrirt atebann, fo erhalt man für 
bie gefuc^te Slnjie^ung: 

dF A , 

de e 



